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(pro prezen&ni studium)

Podminky udéleni klasifikovaného zapo&tu:
Bodované odevzdané ptiklady (programky-test):
maximalni zisk Z bodi, student ziskal Q bodd.

@ hodnoceni E : 50% Z< Q < 60 % Z
@ hodnoceni D : 60% Z< Q <70 % Z
@ hodnoceni C : 70% Z < Q < 80 % Z
@ hodnoceniB :80% Z < Q <90 % Z
@ hodnoceni A : 90% Z < Q < 100 % Z




Jak ziskat zapocet
Organizace pfedmétu: 5 tloh a jejich ¥eSeni v MATLABuU.
23.9. Uloha prvni: Maticové (do 30.9.2019)
30.9. Uloha druhj:
7.10. Uloha tetf:
14.10. Uloha &tvrta:
21.10. Uloha p4ta:
PYi ucasti na méné nez tfech terminech zdpodet udélen nebude
(pfedmét nebyl absolvovan).
5 domécich dloh:
@ Odevzdani v zadaném terminu, vlastni vypracovani 10 bodi
bonusy a malusy
@ bonusy: rozsifeni zadani, originalita, peclivost
@ malusy: pozdni odevzdani, "podobnost”s dfive odevzdanym
FeSenim
@ ZlepZeni hodnoceni (pouze po odevzdani domacich dloh):
zapoctovy test ve zkouskovém obdobi.



Cile predmétu

NAUCIT SE
NAUCIT POCITAC RESIT ULOHU,
KTEROU SAMI UMIME RESIT

Pocitacovy program déla jen to, co mu Feknete, nikdy vsak nedéla
to, co byste chtéli, aby udélal.
@ byt schopen pouZit MATLAB pro ¥eSeni jednoduchych tloh
@ byt schopen &ist a psat jednoduché programy
o rozumét zdkladnim konstrukcim a umét je pouZzit
Nézev predmétu : Nékolik p¥ikladi v MATLABuU



Ulohy, které umime ¥esit

@ Najit "néco”v seznamu

e pojem "regularni”’ ve skriptech
Musime procitat skripta, slovo po slovu, dokud nenajdeme
hledany pojem.

e pojem "regularni’ v rejst¥iku pojmi ve skriptech
Rejst¥ik pojmi byva uspofadany (podle abecedy).
Nemusime prohledavat pojmy od a do z, ale vyhleddme r (cca
18. pismeno z 26 pismen - hleddme ve druhé poloving),
tj. mezi n a z, podivdme se do stfedu druhé poloviny (tam je t,
tj. hledame dal mezi q a t, ... najdeme podstatné rychleji.

@ Trojuhelnik
Chceme znat velikosti stran a (hld, obvod a plochu
trojihelnika, zadaného 3 prvky. Zndme véty o trohihelniku a
vzorce. Podle toho, co je zaddno, sestavime potadi vypoctd.
o velikosti 3 stran (a, b, ¢)
o odvésnu, vysku a pravy thel (b, ve,y = 7)
o ...
o ...
o ...



Algoritmy a programy

@ Algoritmus . ..
e ...si pocitat sam nevymysli!
@ Program ...data+ ptikazy
e ...data (co mdm, co chci)
e ...prikazy: méni data a urcuji poradi vypottl
e Zakladni pt¥ikazy jsou:
e pfifazeni
e vétveni (podmin&ny)
o cyklus (opakovanf)
@ V prikazech se vyskytuji proménné
promé&nné maji jméno, typ a hodnotu



Algoritmus

Vstupni data Uloha Vysledek

Uloha Jje zaddna svymi vstupnimi a vystupnimi daty.

Algoritmus chapeme jako presny postup,
kterym lze vy¥esit dany typ ulohy.

Algoritmus . ..
...za nas pocita¢ nevymysli



Algoritmizace a programovani

P¥ipravu programu obvykle délime na dvé etapy:

o Algoritmizace
Musime pfemyslet!
JAK ze vstupnich dat dostaneme vysledky?
Postup FeSenf tlohy si pfedstavujeme jako
zménu hodnot proménnych
... postupné upresiiujeme
...az se dostaneme k ptikazlim, kterym "rozumi" vykonavatel
algoritmu
... mlZeme zndzornit nap¥. graficky, nap¥. ve formé
vyvojového diagramu
o Programovani
Podle zapisu algoritmu sestavime program v programovacim
jazyku.



Trojuhelnik

Vysledky: a, b, c, o, 5,7, S, 0
@ Vstupni data: velikosti 3 stran (a, b, ¢).
Jak ze vstupnich dat dostaneme vysledky?
Q@ o=at+b+c

05=/2(3-9)(3-0)(3-¢)  (Heronivveoreq)

@ 2> = b’ +c* —2bccosa (kosinova véta)
b2 2 2 .
o a= arccos%, B,y cyklickd zdména

@ Co musi umét vykonavatel?
s€itat, odcitat, ndsobit, délit
odmociiovat, poditat arccos
vyjad¥it nezndmou z rovnice
provést cyklickou zdménu

@ Zilezi na poradi vypotti?



Trojuhelnik
Vysledky: a, b, c,a, 5,7, S, 0

us

@ Vstupni data: odvésna, vyska a pravy thel (b, ve,y = 7)

Jak ze vstupnich dat dostaneme vysledky? obrazek!
Q@ V4=t =>c=1/b—-V2 (Pythagorova véta)
2
Vv,
Q VC2 =C,Cp=>Ca= < (Euklidova véta)
Cb
Q@c=c+to
QP+ =ct=a=+c2-p (Pythagorova véta)
Q@ o=a+b+c
Q S= %c~ Ve nebo § = %ab nebo Heronliv vzorec
@ > =b°+c* —2bccosa (kosinova véta)
2 2 2
o a= arccosb_F;Ta, B,y cyklickd zdména

@ Co musi umét vykonavatel?
stitat, odcitat, ndsobit, délit
odmociiovat, poditat arccos
vyjad¥it nezndmou z rovnice
provést cyklickou zdmé&nu

e ZileZzi na poradi vypotti?



Data a ptikazy
e DATA: (vstupni hodnoty, mezivysledky, vysledky)
promé&nné a konstanty: maji jméno, typ, hodnotu
Jméno konstanty, promé&nné, struktury, souboru...
identifikator
je posloupnost pismen a &islic, kterd za€ina pismenem.
pismena : a..z A..Z _ (znak podtrzitka)
(bez diakritiky), (NIC JINEHO !)
malda a velkd pismena se rozlisuji
o PRIKAZY
co umi vykonavatel algoritmu
m&ni hodnoty prom&nnych (pFifazeni)

‘ proménnd = hodnota_vyrazu
o PORADI PRIKAZU
za sebou
skoky (v&tveni, opakovanf)
Zménu hodnot proménnych proviadime pt¥itazovacim p¥ikazem.
Podminény pt¥ikaz, prepina¢ a p¥ikazy cyklu uréuji potadi p¥ikaza.




Aritmetické vyrazy

Vyrazy se skladaji z jmen

Operétory
o sditani +
odd&itani -
@ ndsobeni
o dé&leni /
funkce floor (),
ceil()

@ umochovani ”

o kulaté zdvorky ()

proménnych, &isel, operatordl, funkci .

Matematické funkce

odmocnina: sqrt (x)
goniometrické:  sin(x); cos(x);
tan(x);

inverzni: asin(x); acos(x);
atan(x) ;

logaritmy: log(x); loglO(x);
ex: exp(x) ;
absolutni hodnota: abs (x)

zbytek po déleni: rem(x), mod(x)

Vytislovani: zleva doprava (zpravidla), obvykla priorita :
zivorky, funkce, mocnéni, nasobeni/d&leni, s¢itani/od&itani

ZLOMKY!

a/b*c nebo a/ (b*c)!



P¥iklad: trojihelnik

o MATLAB nezna pojem cyklickd zaména, bude nutné rozepsat.

° pFWazovacprWaz:‘pnﬂnénné = vyraz|,
tj. nutné vyjad¥it neznamou!

@ Volime jména proménnych a, b, c, S, o, alpha, beta, gamma
@ Zapisujeme pfifazovaci ptikazy:
né&co tu chybi!

o =a+b+c

02 =0/ 2 ... 02 je pomocnd promé&nna

S = sqrt(o2*(02-a)*(02-b)*(02 - c))

nasobeni * NELZE vynechavat!

alpha = acos((b¥b + c*c - a*a)/(2xb*c)) ... ZAVORKY!

beta acos((axa + cxc - bxb)/(2*axc))

gamma = acos((a*a + bxb - c*c)/(2*axb))

. n&co tu chybi!

@ Chybi zadanfi vstupnich dat a tisk vysledkd.



MATLAB

@ staZeni a instalace: download.cvut.cz,...
o VPN

@ spusténi

@ prikazové okno a editor

o

ndpovéda (dokumentace)!!!



Okna Matlabu

Po spusténi systému se objevi okno sloZené z nékolika &asti :

UspoFadani lze upravit pomoci menu HOME, zilozka Layout

Current Folder
Editor

Command Window

Workspace

Command History

Current Folder: zobrazuje obsah aktudlniho (pracovniho) adresate.
Editor: editovdni programu (skriptu), uloZeného v textovém souboru.

Command Window: price v dialogovém rezimu, zde lze MATLAB
pouZivat " jako kalkulagku”. Jakmile napiSeme a odesleme ptikaz,
tak je ihned proveden/vyhodnocen.

Workspace: zobrazuje viechny dostupné proménné.

Command History: obsahuje viechny pouZité pfikazy, umoZiiuje
op&tovné spusténi d¥ive zadanych pt¥ikazi, Gpravu/opravu d¥ive
pouzitého p¥ikazu.



Pt¥iklad trojiuhelnik: zapis skriptu

@ V okné Editor vytvofime novy soubor
(v menu HOME, New Script).

@ Soubor uloZime (v menu EDIT, Save - Save As)
Nazev souboru musi byt identifikator!

o

A

02 je pomocnd promé&nni

S = sqrt(02*(02-a)*(02-b)*(02 - ¢))

*

NELZE vynechavat!
cxc — axa)/(2%bxc)) Y% ZAVORKY!
c*c - bxb)/(2%ax*xc))

Do souboru zapiseme ptikazy
% mnéco tu chybi!
o =a+b+c
02 =0/ 2
% nasobeni
alpha = acos((b*b
beta = acos((a*a
gamma = acos((a*a

% né&co tu chybi!

+
+
<+

bxb - c*xc)/(2*xaxb))

V3e co je zapsdno mezi znaky % a konec ¥adku
bude MATLAB ignorovat. Rikdme tomu komenta¥.



Vyzkousime...

Skript mizeme spustit
o z Editoru: tladitkem

zastavi se, kdyZ narazi na chybu — hned na prvnim ¥adku
Undefined function or variable ’a’.

Error in trojuhl (line 2)
o=a+b+c

e v Command Window (po jednotlivych p¥ikazech)
>>0 =a+b +c
Undefined function or variable ’a’.

Proménné v pravé strané pfifazovaciho ptikazu neexistuji!
Promé&nna vznika (objevi se ve Workspace)
p¥i prvnim pfifazeni hodnoty.
Promé&nnou miizeme smazat (z Workspace):
clear jmeno_promenne



Zadani hodnot proménnym

@ prifazovacim ptikazem: a=1
@ z kldvesnice pomoci funkce input() a = input(’ ... ’)

@ ze souboru pomoci funkce load()

a = load(’jmeno_souboru ’)

@ Data uloZend v souborech .x1sx Ize do Matlabu importovat.
v

m '{‘F | (gl Find Files &n lj.'ﬁll

New MNew Open (| |compare Import  Save
Seript v v Data  Workspace

Import se provede kliknutim na Import Data. Importovana
data se uloZi do matice nebo vektoru v aktudlnim pracovnim
kontextu (workspace).

Je mozZné zadat rozsah hodnot nap¥. Range A2:Qxxx.

Je vhodné pouZit Numeric Matrix nebo Column vectors.




Vypis vysledkd

stfednik N&které pfikazy vypisuji své vysledky (nap¥. x = 215).
Pokud nepotfebujeme tyto vysledky vidét, Ize potladit vypis
vysledk( p¥ikazu napsanim stfedniku na konec p¥ikazu
(x = 215;).

Vypisovani vysledk( vypoétu by mélo byt ptehledné&jsi nez to,
co vznikne pouhym nenapsanim stfedniku.
disp Nejméné uZitena je funkce disp, kterad se chova pfiblizné
stejné, jako vynechani stfedniku.
fprintf Elegantni dGpravu vytvofime pomoci funkce fprintf
(vice - help fprintf).
save Obsah jednotlivych proménnych lze uloZit do souboru pomoci
funkce save (vice - help save)
printf Obrazky (grafy) lze uloZit v riznych grafickych formatech
pomoci funkce print (vice - help print).
publish Skript (text programu) miZeme uloZit v riznych formdtech
pomoci funkce publish (vice - help publish).



Matice — hlavni datovy typ MATLABuU

@ skaldrni prom&nnd — matice rozmé&ru (1 x 1)
@ vektor — matice rozméru (1 x n) nebo (m x 1)
e matice (m X n)
Zadani matice
@ po prvcich
@ ze souboru
@ genenerovanim pomoci zabudovanych funkci

@ vytvareni matic vlastnimi funkcemi



Prvni operace
Zadani matice po prvcich:
o fadky a =[123 4] nebo b =1, 2, 3, 4]
@ sloupce a = [1 23 4] nebo b =[1; 2; 3; 4]
e matice A = [1 2; 3 4]

>>A = [16 3 2 13;5 10 11 8;9 6 7 12;4 15 14 1]
A=
16 3 2 13
5 10 11 8
9 6 7 12
4 15 14 1
Po zadani je vytvorena v prostfedi MATLABuU vytvofena proménna
A, miZeme ji pouZivat.
>>sum(A)
ans =
34 34 34 34
Pokud neni uréena proménnd, kam se ma uloZit vysledek, pouZije
se proménnd ans



MATLAB — indexy

Indexy prvkd matic:
Prvek v i-tém ¥adku, j-tém sloupci: A(i,j)
A(4,2) = 15 ... zméni hodnotu jednoho prvku
Soucet prvkil ve 4. sloupci lze zapsat:
A(1,4)+A(2,4)+A(3,4)+A(4,4)
Pokus manipulovat s prvkem " mimo matici”
t=A(4,5) vyvold chybové hlaseni:

??? Index exceeds matrix dimension

ALE

>>X = A;
>>X (4,5) = 17
X:

16 3 2 13
5 10 11 8
9 6 7 12
4 15 14 1 17

O O O



Ptiklady prace s maticemi

Nacteni hodnot ze souboru

Zjisténi rozmérd matice

[mA nA] = size(A)

[mB nB] = size(B)

Vytvoreni matice jiného rozméru
B=reshape (B, mm, nn)

POZOR, potet &isel v plvodni matici B musi byt pfesné
mm*nn

Urceni hodnosti matic:

hA = rank(A)

hB = rank(B)

Je matice &tvercovad nebo obdélnikova?
if mA = = nA

disp(’Matice A je ctvercova’)
else

disp(’Matice A je obdelnikova’)
end



Ptiklady prace s maticemi

@ Je matice regularni?

if hA = =mA

disp(’Matice A je regularni’)
@ Je matice symetricka?

if A = =A%)

disp(’Matice A je symetricka’)
@ Determinant matice

detA = det(A)

@ Vlastni &isla a vlastni vektory matice
spektrumhA = eig(A)
spektrum matice je mnoZina vsech vlastnich &isel
[VD] = eig(h)
vysledky: V matice, jejiZ sloupce jsou vlastni vektory,

odpovidajici vlastnim &isliim, ktard jsou na diagondle matice D

@ Inverzni matice
invA = inv(A)



" Zasifrovana zprava”

Odesilatel zprav ma matici A, kterd obsahuje pouze celd &isla a
jejiz determinant je rovny jedné nebo minus jedné. Také ma
tabulku T, ve které je jednotlivym znaklm abecedy p¥ifazeno ¢&islo.
Stejnou matici A a tabulku T vlastni i p¥ijemce zprav.

Vlastnici takové matice a tabulky si mohou posilat zpravy
nasledujicim zplsobem:

o Odesilatel zapiSe zpravu a podle tabulky T ji pfepiSe do
iselné podoby: by ... by
@ b;...by zapie do matice B po sloupcich.
@ Matici B vynasobi matici A zleva a vysledek posle pfijemci.
P¥ijemce dostane matici (C). Co musi udélat? (C = AB)
e Vlyndsobit matici C: A~1C = A"1AB. zélezi na potadi!
o Podle tabulky T urdit znaky abecedy.



Priklad

~a h j o
TabUlka.m

=(o 1)

Zprava: ahoj prevedena do Cisel 1243

) 1 4
matlceB—<2 3>

5 10
oC—AB,C—<2 3>

4 (1 =2
=0 )
1, (1 4
wte=(33)



KuZelose¢ky

KuZelosegky jsou kFivky, které je lze ziskat jako Fezy na kuZelové plose. P¥i fezu
rotaéni kuZelové plochy rovinou, kterd neprochazi vrcholem kuZelové plochy,
dostaneme pravé jen elipsu, hyperbolu nebo parabolu. Typ kuZelose&ky je zavisly na
thlu, pod jakym protina rovina ¥fezu kuZelovou plochu. Ozna¢me « uhel, ktery sviraji
povrchové p¥imky rota&ni kuZelové plochy s rovinou kolmou k ose rotace. Ozna&me
déle B dhel, ktery svira rovina fezu o s rovinou kolmou k ose rota&ni kuZelové plochy.

Potom mohou nastat tyto tfi p¥ipady:

, 1
B /e ¢ :n A¢h

a) b) c)

a) o>, fezem je elipsa.
b) a.=p, fezem je parabola.
c¢) o <P, fezem je hyperbola.



Rovnice

KuZelose¢ka nebo téz algebraicka k¥ivka 2. stupné& je mnoZina bodi X v roving, jejichz

sou¥adnice [x, y] vyhovuji v n&jaké linedrni soustav& soufadnic rovnici

2 2
a11x° + axny” + 2a1oxy + 2a13x + 2ax3y + a3 =0
kde aj; jsou redlna &isla ( i,j =1,2,3) a (a1, a12, a22) # (0,0, 0).
Pokud by aj; = ajp = az» = 0, potom by rovnice byla linedrni a vyjadfovala by p¥imku.
Vyjad¥eni rovnice kuZelosetky s dvojkami u n&kterych koeficientl je &isté technické a

umoZiiuje ndm vyjad¥it rovnici kuZelosetky maticové:

d11 412 4ai13 X
(xy1)| a2 axn a2 y | =0
ai3 a3 as3 1
K

vhodnou volbou kartézské soustavy soufadnic, pomoci oto&eni a posunuti,

zjednodusime rovnici na tzv. kanonicky’ tvar:

X-P-K-PT.XT =0
——

matice A



Klasifikace kuZelosecek

, . ) a a
Oznadime A determinant matice I a § = det 1 €12
a2 a2

kuZelosecky

regularni: A #0 neregularni: A =0
o elipsa
P @ 2 rlznobé&zky O e
@ parabola - @ prazdna
@ 2 rovnobé&zky -
@ hyperbola mnozina

stfedové: § # 0 nestfedové: § =0

: a1l a12 X _ —ai3
soustava rovnic e
aip  ax y —an3
mé jediné YeSeni, soufadnice

ma bud oo Yedeni (p¥imka),
stfedu [m, n] =[x, y]

nebo ¥eSeni nema.



Kanonické a parametrické rovnice reguldrnich kuZelose¢ek

kuZelosecka

@ kruZnice

@ elipsa

@ hyperbola

@ parabola

kanonicka rovnice

X2 4 y? = r2
a2 b2
2 2
x2 Y
a2 b2
ptipadné
y? = 2px

parametrické rovnice

X = rcost

y=rsint

t € (0, 2m)

X = acost

y = bsint

t € (0, 2m)
a

cos t
y=btgt
t#£2, t#3n

x = acosh t
y = bsinht
teR
x:it2
2p
y=t
teR



Uvedeni kuZelose¢ky na kanonicky tvar

711

Ur¢ime determinanty: "velky” (A) a "maly (5)‘

Uréime vlastni &isla A1, Ao a jednotkové vlastni vektory

. ar 412
u= (Ux7 Uy); vV = (VX7 VY) matice < di2 az» >




Regularni stfedové kuzelosecky

A1 0 O matici Ptvo¥i jednotkové ue vy O
A= 0 )\2 0 , vlastni vektory LT, v P= u, vy 0
0 0 % a soufadnice stfedu m, n m n 1

Kanonicka rovnice reguldrni stfedové kuZelosecky je

A
Aix? + doy? + <=0 (A1 # 0, X #0).

Stfed kuZzelosetky [m, n] je potatek nové soustavy soufadnic.

Osy kuZelosetky tvofi osy nové soustavy soufadnic.
Jsou ve smérech uréenych vlastnimi vektory a jejich rovnice jsou

()=o) ()~()wl(5):mees



Elipsa

o . A . y
A1, A2 maji stejnd znaménka a — ma opacéné znaménko nez Ap ».

B
P¥iklad: 5x% + 4xy +2y?> —18x — 12y +15 =0

@ Matice a determinanty:

5 2 -9 s A —36,
K= 2 2 -6 ,k—<22>, 5§ = 6
-9 —6 15 2 —6

Vlastni &isla a vlastni vektory matice k:

L 1 .
A =1, u:%(l, —2)7, X\ =6, v:%(z, n’

swes: (5 3) (") =(8)=s=02

Osy: x—2y+3=0,2x+y—4=0

Kanonicka rovnice: x> 4+ 6y2 — 6 =0 =

1 2
1.0 0 VAV
0 0 —6 1 5



Vysledek




Imaginarni elipsa
A1, A2 maji stejnd znaménka a A/J stejné znaménko jako Ajo:
jedna se o prdzdnou mnoZinu bodil v E.
P¥iklad: x® + xy + y2 +2x+2y +2 =0

@ Matice a determinanty:

1 05 1 A = 05
k=05 11 ,k:<oé 0?) 5 = 075
112 : a _ 1

o VIastnl'El“:-fsla a vIastril' vektory matice k: 3 1
M==, 0=—(1, -7, ==, v=—(1, 1)7

soet (03 %5 ) () =(5)=5=[5 ]

Osy:x+y+%:0, x—y=0

(]

1
Kanonicka rovnice: = x2 + 7y2 +

05 0 0
o 0o 15 o=
o o %

N
| |
wiadl=Sl
= O O
)
= o
o
==,
wee |
|
NN
A O
4 o&"'ﬁ‘“m‘kﬁo
- w}ww}w
T



Hyperbola
A1, A2 maji riiznd znaménka.
P¥iklad 6xy + 8y? — 12x — 26y + 11 =0

@ Matice a determinanty:

0 3 -6 0 3 A 81,
K= 3 8 —13 ,k:<3 8)’ o0 = -9
-6 —-13 11 £ —9
@ Vlastni &isla a vlastni vektory matice k:
1 1
M=09 0=—(1,3)", o=-1, V= —(=3, 1)7
1 \/ﬁ( ) 2 \/ﬁ( )
., (03 m\ 6 L
oStred.<38)<n)—<13>:>5—[1,2]
@ Osy:3x—y+5=0, x+3y—-5=0
2
@ Kanonicka rovnice: 9x2—y2—9:O:x2—%:1

1 3 g 1 _3 4
9 0 0 VIO V1o 0 3 -6 V10 V10
0 0 —9 1 2 1 —6 —13 11 0 0 1
—_—
A P K T



Vysledek




Regularni nestfedové kuzelosecky

Pravé jedno z vlastnich &isel je nulové.
Oznatime

A1 # 0, u - jednotkovy vlastni vektor odpovidajici tomuto vl. &.,
A2 =0, v - jednotkovy vlastni vektor odpovidajici tomuto vl. €.
A1 0 0 matici Ptvoti jednotkové ue vy 0
A= 0 0 Aip |, vlastnivektory i,V P=1| u, v, 0
0 )\1p 0 a soufadnice vrcholu m, n m n 1

Kanonicka rovnice reguldrni nestfedové kuzelosecky je

Ax®+2py =0, (A1 #0,X2=0),

a13, a23)( Vx, V. Ux V. —P
p:( /\)1( x y), vrchol [m, n] = ( u; V’; > ( DO )

2A\1p

Osy kuzelosetky tvofFi osy nové soustavy soufadnic.
Jsou ve smérech uréenych vlastnimi vektory a jejich rovnice jsou

)= (0)eei) (5)=(7 )sa( ) macs



Parabola
P¥iklad 9x2 + 24xy + 16y2 + 30x — 210y + 975 =0

@ Matice a determinanty:
9 12 15

__ _ 1226
K=112 16 —105 |, k:<1g ié) 5A—_o 9
15 —105 975 N
Vlastni ¢isla a vlastni vektory matice k:
1 1
A\ =25, i= 5(3, 4T N =0, V= g(—4, 3)7

15, —105)(—4, 3)%
°p:( )( )5: _3

o (2132 3)(2)v-[ 27

Osy: 3x + 4y — 15 = 0 (osa paraboly), 4x +3y —25=0
Kanonicka rovnice: x2 — 6y’ =0

Transforma&ni rovnice mezi pivodni (x, y) a novou (x, y’)
soustavou soufadnic:

()= ) ) (7)

/



Vysledek




Nereguldrni kuZelosecky

o neregularni stfedové: A =0, § #0
0 <0 (MA2<0)
2 rliznobézné p¥imky,
smérové vektory odpovidaji vlastnim vektoriim,
prasetik - ve stfedu
° 5>0()\1>\2>0)
jediny bod (st¥ed)
e neregularni nestfedové A =0, 6 = 0 (nap¥.
ai1 #0, A1 #0)
@ 311433 — 3%3 <0
2 rovnobézné p¥imky
p:  auX-—+any+aiz+ 4/ 3%3 — a11a33
q: auXxX-+apy+asz—+/ afg — 311833
@ 311433 — 3%3 =0
jedna (dvojndsobnd) p¥imka p : a;3x + appy + a3 =0
@ a11a33 — 353 >0
prazdnd mnoZina



P¥iklad (neregularni stfedova)

6x% — xy —2y?> +5x+ 6y —4 =0

@ Matice a determinanty:

6 _% g 1 A
k=[-1 -2 3 ,k_<_? :5), o
2 3 —4 4

@ Vlastni &isla a vlastni vektory matice k:

65 1
A =2+ £, i=—(1, V65-8)7,

2 |ul
V65 1
do=2+4 =, V= m(l, —16 —v65)"
2 11
Stted: S = |2, —
o s = [-2, 1]

@ 2 rlznobé&zky
2 11
(3 =2/ )2 +y) =0, x=x'-Z,y=y'+=

(3x —2y +4)(2x + y — 1) = 0 (z rozkladu rovnice)



P¥iklad (neregularni stfedova)

3x%2 —2xy +2y? —4x -2y +3=0
@ Determinanty: A=0, §=5
o Stred: S =1, 1]

KuZelosetce vyhovuje jediny bod, jeji stfed.



P¥iklad (neregularni nestfedova)

9x2 — 30xy + 25y + 12x — 20y + 4 =0
@ Determinanty: A=0, §=0

@ Ze soustavy rovnic pro uréeni stfedu zjistime, Ze ma oo FeSeni,
tj. primku.

9 —15\ /x\ (-6 N 9x — 15y = —6, tj.
—-15 25/ \y 10 3x —by = -2

Tato pfimka nélezi kuzeloselce, tj jedna se o
dvojndsobnou p¥imku.



Kvadratické plochy
rovnice kvadratické plochy

a11x? +2apxy +2a;zxz  +2apax+

+axny? +2apyz +2auy+
+a3322 —1—23342—1—

+as = 0
maticovy zapis
di1 d12 d13 di4 X
a2 axp a3 axu
(xyz1) 3 Y 1=o0
a13 a3 a3 as z
a14 a4 a3 A 1
K
oznaceni:

determinant kvadratické plochy: A =det K,

a11 4812 413
"maly determinant”: d=det| aip» ax» ax

413 a3 ass



Klasifikace kvadratickych ploch

regularni: A #0 neregularni: A =0

] ) @ rovnobé&Zné roviny
° e||p50|dy ATl pIochy @ riznobé&zné roviny
@ paraboloidy @ piimka

@ vilcové plochy @ 1 bod

@ prazdnd mnoZina

@ hyperboloidy

stfedové: § # 0 nestiedové: 6 =0

d11 412 413 X —ai4

soustava rovnic aip a» an y = —ag4
413 a3 ass3 z —ads4

mé jediné YeSeni, soufadnice

ma bud oo Yedeni,
stfedu [m, n, o] =[x, y, 2]

nebo Fe$eni nema.



Kvadratické plochy v kanonickém tvaru

© Elipsoid
2
x> y? z
@ Hyperboloid
jednodilny dvojdilny
2 2 2 2 2 2
¥ yr 2 2 yh o2
b2 2 a2 b2 2
© Paraboloid
hyperbolicky elipticky
2 2 2
X y: X y
© Kuzelova plocha
NV
2 2
© Valcova plocha
elipticka hyperbolicka parabolicka
2 2 2 2 2
4L =1 AN A X = 40k

b2 a2 p? a2



Zakladni vypocty

Sestavime matice K, k:
411 d12 413 di4
a12 a2 a3 ax
K= 3 k=
413 d23 433 434
d14 a4 434 da4

a11 d12 adi3
da12 a2 axs
a13 d23 4as3

’ Ur¢ime determinanty: "velky” (A = det K) a "maly” (6 = det k).

Uréime vlastni &isla A1, A2, A3 a jednotkové vlastni vektory
u = (ux, uy, uz),v = (v, vy, vz), w = (W, w,, w;) matice k.

’ Ur¢ime hodnost matice K (h(K)).




Urceni typu kvadratické plochy
@ A #£0,6 # 0: reguldrni stfedovad (A1 A2A3 # 0)

A
Arx? + /\zy2 + )\322 + 3 =0

A1, A2, A3 maji stejnd znaménka A1, A2, A3 nemaji stejnd znaménka

elipsoid hyperboloid
Jnaménko A napt. A1 > 0,2 > 0,23 <0
5 A A
, MU — >0 — <0

opatné A; stejné jako A; o . o

trojosy imaginarni dvojdilny jednodilny
@ A # 0,6 = 0: reguldrni nestfedovd (jedno vl. &., nap¥. A3, je nulové)

paraboloid: A1A2 > 0 — elipticky A1A2 < 0 — hyperbolicky

A

@ A =0, # 0: nereguldrni stfedovd (A1 A2A3 # 0, 3= 0)

)\1X2 + >\2y2 + )\322 =0

A1, A2, A3 maji stejnd znaménka A1, A2, A3 nemaji stejnd znaménka
jeden bod [0, 0, 0] kuzelovd plocha
@ A = 0,0 = 0: nereguldrni nestfedova

hodnost matice K je
e 3: vélcova plocha — elipticka, hyperbolicka, parabolicka
(nebo zadny redlny bod)
e 2: pfimka, dvojice rovin (nebo z4dny redlny bod)
e 1: dvojnasobnad rovina



Regularni stfedové kvadriky (A # 0, ¢ # 0)
KaZdou stfedovou kvadriku lze pfevést vhodnou volbou kartézské soustavy soufadnic
na kanonicky tvar:

M0 0 0\ /x
A2 0 0 y|
yzl) | o 0 A of|z2]=0
A
o o o 2/\1
A

A
Ax2 + Aoy + A3z2 4+ e 0, (A #0,M #0,)3 #0).

St¥ed kvadriky S = [m, n, o] je potdtek nové soustavy soufadnic.
Soutadnice stfedu uréime jako FeSeni soustavy rovnic

a1 a2 a3 m —au
ap  ax ax n = —apg
a3 a3 ass o —azs

Osy kvadriky tvoFi osy nové soustavy soufadnic.
Jsou ve smé&rech urlenych vlastnimi vektory a jejich rovnice jsou

X m Ux
y = n +p| u , X=S+qV, X=S+rwp,qreR
z

o uy



Kvadriky eliptického typu

Viechna vlastni &isla maji stejnd znaménka, napr. A1 > O, Ao > 0, A3 > 0.

Pokud % ma opacéné znaménko, dostdvame rovnici v kanonickém
X2 2 2

& y z i 2 A 2 A 2 A
tvaru: ?‘i‘?‘i‘?—l, (2=—5, P=—5, ?2=—2)

Kvadraticka plocha je trojosy elipsoid

Pokud % ma stejné znaménko jako \;, dostdvame rovnici v kanonickém
X2y 22
tvaru: ——i—p—&—— -1, (@=—-2, P=-L, 2=-5)

mnoZina bodi je prazdna (imaginarni elipsoid).



Priklad

7x% 4+ 6y% +52° —4xy —4yz — 22x + 24y + 2z +30 =0

@ Matice a determinanty
7 -2 0 -11

0 -2 5 1
-1 12 1 30

K= -2 6 -2 12 ,k—(

@ Vlastni &isla a vlastni vektory

A1 =3, J:(17272)7 A2 =6, ‘7:(2717_

@ Kanonicka rovnice

3 0 O
0 6 0
(vaazv]-) 0 0 9
0 0 0
3x2 +6y + 922

2

=N < X

y2

1

o> o >

322

—6=0= 4L 42 =

2

1



Kvadriky hyperbolického typu

Vlastni &isla A1, A2, A3 nemaji stejnd znaménka. P¥edpokladejme,

A
ze A1 > 0,2 > 0,3 < 0. Jestlize 5 > 0, potom dostaneme

x2 y2 72

AR - 1
a2  p?2 2 ’

Kvadrika se nazyvd dvojdilny hyperboloid.

Jestlize 5 < 0, potom dostaneme

x2 y2 72

2 e 2h
Kvadrika se nazyva jednodilny hyperboloid.

A A A
2= 2 _ 2

YT A ¥ L W



Reguldrni nest¥edové kvadriky (A # 0, § = 0) paraboloidy

Regularni nestfedovou kvadriku, pro jejiz vlastni &isla plati A1 #0, X2 #0a A3 =0,
Ize pfevést vhodnou volbou kartézské soustavy soufadnic na kanonicky tvar

A1x2 + )\2y2 +2Gz =0,

kde G = (ai1a, aza,azs) - W a w je jednotkovy vlastni vektor, odpovidajici A3 = 0.
G je rizné od nuly, jak plyne z determinantu A matice kvadriky

A1

e vl. & A1, A2 maji stejna znaménka,
napf. A\1 > 0,\2 >0a A3 =0.

@ G < 0: miZeme rovnici upravit

2 2
X ye
72 §72z.

@ G > 0: dostaneme rovnici

2 2
X ye
2 i —2z.

elipticky paraboloid

Do oo

= A A2G2

o®Ooo

e vl.& A1, A2 maji rizna znaménka,
napt. A1 > 0,2 <0aX3=0.
@ G < 0: dostaneme rovnici

2

b2

= 2z.
22

@ G > 0: dostaneme rovnici

hyperbolicky paraboloid



Priklad
5x2 — y? + 2% 4 4xy + 6xz +2x + 4y + 62 -8 =0
@ Matice a determinanty

5 2 3 1

5 2 3
c_|2 -1 o0 27k:<2 ] 0>7A
0 b

Il
o

3 0 1 3
1 2 3 -8

@ Vlastni &isla a vlastni vektory
)\1 - 77 0= (47 172)7 A2 - _27 V= (17_27_1)7 )\3 = 07 W= (1y27_3)

(1,-2,3) 4
e G=(1,2,3)- S——
( ) 1+4+49 14
@ Kanonickd rovnice
7 0 0 0 X
0o -2 0 0
(vauzvl) 0 0 40 7\)% }z/ :0j7X2—2y2
0 0 —A 0 1

@ Osa: prinik rovin, odpovidajicich nenulovym vl. vektoriim, vrchol: prisecik osy a

Ki=p: (41,2,0)-K-(x,y,2,1)T =0=28x+7y+14z+12=0

V=0 (1,2,-1,0) - K- (x,y,2,1)T =0=>x—-2y —2z+3=0
617 113 1011

392" 1967 392



Neregularni stfedové kvadriky (A =0, § # 0)

@ Vlastni &isla A1, A2, A3 maji stejna znaménka.

Potom dostaneme rovnici

2 2 2
X zZ

Ax2 4+ Xoy? + 2322 =0 resp. = A +— =0,
a c

které vyhovuje jediny realny bod [0, 0, 0].
@ Vlastni &isla A1, A2, A3 nemaji stejnd znaménka.
Pfedpokladejme, Ze A1 > 0, \» > 0, A3 < 0.
V tomto pfipadé dostaneme rovnici
22 2 B

)\1x2 + )\2y2 + )\322 =0 resp. 22 + 2T 2

Kvadriku nazyvame kuzelova plocha.



Nereguldrni nestfedové kvadriky (A = 0,6 = 0)
1) Hodnost matice K je tfi.
a) Jedno vl.&. je nulové, b) Jedno vl. &. je nenulové,
nap\l‘./\172 75 0, A3 =0. napF. )\1 75 0, )\2 = )\3 =0.
a)Soustavé& rovnic pro uréeni stfedu vyhovuje p¥imka st¥edi.

UvaZujme matici kvadriky ve tvaru

M 0O 0 0
0 A 0 0 00 0G
0 00 0 00 C 0
0 00 N

N = (314,324, 324)X + aaa, N£0 G #0
X je libovolny bod p¥imky st¥edli
jedna se o valcovou plochu
a) A1\ > 0 eliptickou A1 A\2 < 0 hyperbolickou b) parabolickou
)\12x2 —|—2)\2y2 =N . Alxi = —2Gz
P% X p%
—+%:1 ?—%:1 ~ = 2pz



Neregularni nestfedové kvadriky (A = 0,9 = 0)

2) Hodnost matice K je dva.
a) Jedno vl.&. je nulové, b) Jedno vl. &. je nenulové,

napt.A12 # 0,3 = 0. napf. A1 # 0,2 = A3 =0.

UvaZujme matici kvadriky ve tvaru

0 A 8 8 At 0000
2 000 O
0 000 000 0 yH#0
0 000 00 0 H
Ax2+ X2 =0 Ax?=H
A >0 A1 <0 AMH <0 AMH >0
2 2 2 2 2 2
L+L:0 X _Y _) Xy X _ 4
b2 a2 b2 a2 a2

ptimka 2 roviny 2 roviny 0



Neregularni nestfedové kvadriky (A

3) Hodnost matice K je jedna.
Jedno vl. €. je nenulové,
napF. )\1 75 0,)\2 = )\3 =0.
Matice kvadriky

A 0 00
0 000
0 000
0 000
odpovida
Aix? =0

dvojndsobna rovina



Priklad
3x2 +3y? + 322 + 4/2xy +2yz +6x +2y(2/2 - 1) —62z—-9 =10
@ A =0, § =0 = neregularni nestfedova
@ Vlastni &isla a vl. vektory
A\ =3,0=(v2,0,—4),
X2 =6,V =(3V2,3,1),
A3 =0,w = (2v2,-3,1)
@ Hodnost matice K je 3.
@ Matice kvadriky

3000
06 0 O
000 O
000N

—2v2 -1 2V2

o P¥imka stfedli X = 3 ) + -3 |t
0 1
vybereme libovolny bod, nap¥. t =1 = [m,n, 0] = [-1,0,1]

N = a14m + asan + az40 = —15
o Kanonicka rovnice 3x2 + 6v2 = 15 elipticka vilcova plocha



P¥iklad
8x? —8y? — 322 — 12xy + 10xz + 10yz — 2x + 14y — 10z —3 =0
e A =0, § =0 = neregularni nestfedova

e 1 vlastni &islo nulové (A1 = —% + @)
2 ~15
@ pfimka stfedl: X = % + % t, (nalezi kvadrice)
0 1
@ Hodnost matice K je 2.
@ Matice kvadriky
3+ vE® 000
0 3-¥%2 0 0
0 00O
0 000

dvojice riiznob&znych rovin

o )

(4X +2y —z— 3)(2X —4y +3z+ 1) = 0 (rozlozenim zadané rovnice)



Uloha prvni: maticova

Q Zjistit, jaké slovo se ukryva v zadané matici.
@ Uvést typ zadané kuZelosecky a jeji kanonickou rovnici.
© Uvést typ zadané kvadratické plochy a jeji kanonickou rovnici.
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