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Soustavy lineárńıch rovnic

Z jakých úloh?
Nejstařśı zaznamenaná úloha na soustavy rovnic (cca 200 p̌r.n.l.):

Tři snopy dobrého obiĺı, dva snopy pr̊uměrného a jeden poďradného se

prodávaj́ı celkem za 39 dou.

Dva snopy dobrého obiĺı, ťri pr̊uměrného a jeden poďradného se

prodávaj́ı za 34 dou.

Jeden snop dobrého obiĺı, dva pr̊uměrného a ťri poďradného se prodávaj́ı

za 26 dou.

Jaká je cena za jeden snop dobrého / pr̊uměrného / poďradného obiĺı?
Zapsáno dnešńı matematikou, dostáváme soustavu rovnic, kde x, y, z jsou neznámé

pro ceny za jeden snop dobrého / pr̊uměrného / poďradného obiĺı.

Analytická geometrie – Vzájemná poloha p̌ŕımek v rovině, rovin v
prostoru.
Interpolace a aproximace hodnot z mě̌reńı
Fyzika – Elektrické obvody, ...



Mějme soustavu m lineárńıch rovnic o n neznámých

a11x1 + a12x2 + · · · a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · · a2nxn = b2,

...
am1x1 + am2x2 + · · · amnxn = bn.

Řešeńım rozuḿıme každý vektor x vyhovuj́ıćı všem rovnićım.
Matice soustavy je matice

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

am1 am2 · · · amn


a rozš́ı̌rená matice soustavy je

(A|b) =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

am1 am2 · · · amn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b1

b2
...
bn





Př́ıklad

Pro p̌ŕıklad ”o snopech obiĺı”je soustava rovnic:

úloha
o snopech obiĺı

3x + 2y + z = 39
2x + 3y + z = 34
x + 2y + 3z = 26

,

která se maticově zaṕı̌se:3 2 1
2 3 1
1 2 3

∣∣∣∣∣∣
39
34
26



Rozš́ı̌rená matice soustavy plně popisuje soustavu rovnic.
řádky odpov́ıdaj́ı rovnićım, sloupce vlevo neznámým.



Geometrický význam soustavy rovnic

Mějme dvě rovnice o dvou neznámých, m = n = 2, tedy

a11x1 + a12x2 = b1,
a21x1 + a22x2 = b2.

2x1 − x2 = 3,
2x1 + 3x2 = 11.

Prvńı rovnice popisuje p̌ŕımku v R2 (p̌ri a11 6= 0 ∨ a12 6= 0),
(p : 2x − y − 3 = 0) druhá také, (q : 2x + 3y − 11 = 0).
Řešeńı soustavy lež́ı tedy v pr̊uniku obou p̌ŕımek.
Podobně pro n = 3, každá rovnice popisuje rovinu v prostoru R3 a
řešeńı p̌redstavuje pr̊unik těchto rovin.

x + y + z = 4
2x − 3y + z = −3
−x + 2y − 2z = 1



Elementárńı řádkové úpravy

Definice
Elementárńı řádkové úpravy jsou

1 vynásobeńı i-tého řádku č́ıslem α 6= 0 (tj. vynásob́ı se všechny
prvky řádku),

2 p̌ričteńı α-násobku j-tého řádku k i-tému, p̌ričemž i 6= j ,

3 výměna i-tého a j-tého řádku.

Elementárńı řádkové operace zachovávaj́ı množinu řešeńı soustavy.



Postup řešeńı soustavy rovnic Gaussovou eliminaćı
Pomoćı elementárńıch úprav p̌revedeme rozš́ı̌renou matici
soustavy na jednoduš̌śı matici, ze které řešeńı snadno urč́ıme.
Ten jednoduš̌śı tvar matice se nazývá odstupňovaný tvar matice.
Definice (Odstupňovaný tvar matice).
Matice A ∈ Rm×n je v řádkově od-
stupňovaném tvaru, pokud existuje r
takové, že plat́ı

řádky 1, . . . , r jsou nenulové (tj.
každý obsahuje aspoň jednu
nenulovou hodnotu),

řádky r + 1, . . . ,m jsou nulové,

a nav́ıc označ́ıme-li pi nejmenš́ı č́ıslo
sloupce, ve kterém aij 6= 0, tak plat́ı
p1 < p2 < · · · < pr .
Každou matici lze prevést elementárńımi řádkovými úpravami do
odstupňovaného tvaru.
Sloupce p1, . . . pr nazveme bázické, ostatńı nebázické.



Převod do odstupňoveného tvaru

Nap̌ŕıklad následuj́ıćı postup p̌revád́ı matici do odstupňovaného tvaru.
Krok 1: Polož́ıme č́ıslo řádku i=1, č́ıslo sloupce j=1.
Krok 2: Pokud pro všechny ”daľśı” řádky k ≥ i a sloupce ` ≥ j plat́ı :
ak,` = 0, konč́ıme
(ve zbývaj́ıćı části matice už nejsou nenulové prvky).
Krok 3: Výběr ”aktuálńıho” sloupce j (p̌reskoč́ıme nulové podsloupečky).
Najdeme nejmenš́ı č́ıslo sloupce ` ≥ j takové, že v řádćıch k ≥ i je v
tomto sloupci aspoň jeden nenulový prvek.
Tento sloupec bude aktuálńım sloupcem, tj.
j = min{` : ` ≥ j , akl 6= 0 pro nějaké k ≥ i}.
Krok 4: Výběr ”aktuálńıho” řádku i .
Jesliže aij = 0, najdeme řádek k ≥ i , ve kterém aik 6= 0, a vyměńıme
řádky k a i .
Krok 5: Elementárńı úprava řádk̊u k > i (v těchto řádćıch vynulujeme
zbývaj́ıćı prvky sloupce j).

Ke všem prvk̊um řádk̊u k > i p̌ričteme −akj
aij

násobek řádku i .

Krok 6: Zvěťśıme i o 1, j o 1 a pokračujeme krokem 2.



Př́ıklad p̌revodu matice na odstupňovaný tvar

Soustavě rovnic

2x1 + 2x2 − x3 + 5x4 = 1
4x1 + 5x2 + 9x4 = 3

x2 + 2x3 + 2x4 = 4
2x1 + 4x2 + 3x3 + 7x4 = 7

odpov́ıdá rozš́ı̌rená matice


2 2 −1 5 1
4 5 0 9 3
0 1 2 2 4
2 4 3 7 7

 kterou postupně

upravujeme:
2 2 −1 5 1
4 5 0 9 3
0 1 2 2 4
2 4 3 7 7

 ∼


2 2 −1 5 1
0 1 2 −1 1
0 1 2 2 4
0 2 4 2 6



∼


2 2 −1 5 1

0 1 2 −1 1
0 0 0 3 3
0 0 0 4 4

 ∼


2 2 −1 5 1
0 1 2 −1 1

0 0 0 3 3
0 0 0 0 0





Existence a počet řešeńı
Z odstupňovaného tvaru rozš́ı̌rené matice soustavy poznáme, zda

soustava rovnic má nebo nemá řešeńı:

Soustava nemá řešeńı,
je-li aspoň jeden řádek ve tvaru ( 0 0 . . . 0 b 6= 0) ,

(takový řádek odpov́ıdá rovnici :0x1 + 0x2 + · · ·+ 0xn = b 6= 0).

Jinak řešeńı existuje; bud’ jediné nebo nekonečně mnoho.
Z rozš́ı̌rené matice soustavy vyškrtneme všechny nulové řádky.

Soustava má jediné řešeńı,
pokud v matici po vyškrtnut́ı nulových řádk̊u
z̊ustalo tolik řádk̊u, kolik je neznámých.
Toto řešeńı źıskáme postupným výpočtem neznámých

od posledńı k prvńı, zdola nahoru tak, že

z posledńı rovnice vypočteme posledńı neznámou,
tu dosad́ıme do všech p̌redcházej́ıćıch rovnic;
z p̌redposledńı .. druhé rovnic vyjáďŕıme p̌redposledńı ..
druhou neznámou a dosad́ıme do všech p̌redcházej́ıćıch rovnic;
z prvńı rovnici vyjáďŕıme prvńı neznámou.

Soustava nekonečně mnoho řešeńı, pokud po vyškrtnut́ı
nulových řádk̊u z̊ustalo méně rovnic než neznámých.
Řešeńı vyjáďŕıme p̌res ”volné” proměnné.



Vyjáďreńı řešeńı zpětnou substitućı

Mějme soustavu rovnic v odstupňovaném tvaru.
2 2 −1 5 1
4 5 0 9 3
0 1 2 2 4
2 4 3 7 7

 ∼


2 2 −1 5 1
0 1 2 −1 1

0 0 0 3 3
0 0 0 0 0


Řešeńı existuje, provedeme zpětnou substituci.
x4 = 1
x3 je volná (nebázická) proměnná
x2 = 1 + x4 − 2x3 = 2− 2x3

x1 = 1
2 (1− 5x4 + x3 − 2x2) = −4 + 5

2x3

Řešeńı zaṕı̌seme ve tvaru x =


−4

2
0
1

+ x3


5
2
−2

1
0

 , x3 ∈ R



Př́ıklad o snopech obiĺı

Maticový zápis: 3 2 1
2 3 1
1 2 3

∣∣∣∣∣∣
39
34
26


Převod na odstupňovaný tvar:

∼

3 2 1
0 5 1
0 −4 −8

∣∣∣∣∣∣
39
24
−39

 ∼
3 2 1

0 5 1
0 0 −36

∣∣∣∣∣∣
39
24
−99


Existuje jediné řešeńı,

3. rovnice: z = 99
36 = 11

4 = 2.75,

2. rovnice: y = 1
5 (24− z) = 1

5

(
24− 11

4

)
= 1

5 ·
85
4 = 17

4 = 4.25,

1. rovnice: x = 1
3 (39− 2y − z) = 1

3 ·
(
39− 2 · 17

4 −
11
4

)
= 37

4 = 9.25

Ceny jednoho snopu obiĺı jsou:

9.25 dou za dobré, 4.25 dou za pr̊uměrné, 2.75 dou za poďradné.



Př́ıklad: Vzájemná poloha rovin

a) b)
x + y − 4z = 9
x + y + 2z = 3
x + y − z = 6

x + y − 4z = 1
x + y + 2z = 2
x + y − z = 3

Společné body (x , y , z) najdeme, vy̌reš́ıme-li soustavy rovnic.
Maticové zápisy:

a) b)1 1 −4
1 1 2
1 1 −1

∣∣∣∣∣∣
9
3
6

 1 1 −4
1 1 2
1 1 −1

∣∣∣∣∣∣
1
2
3


Po úpravě na odstupňovaný tvar:

a) b)1 1 −4
0 0 6
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
9
−6
0

 1 1 −4
0 0 6
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
1
1
2


∞řešeńı nemá řešeńı
z = −1, y = t, x = 5− t, t ∈ R 3 roviny nemaj́ı společné body

Roviny a) maj́ı společnou p̌ŕımku,

určenou bodem [5, 0, −1] a směrovým vektorem (−1, 1, 0)



Př́ıklad

Uvažujme elektrický obvod jak je vyznačený na obrázku. Chceme-li určit
hodnoty elektrických proudů I1, I2, I3, využijeme fyzikálńıch zákonů:
1. Ohmův zákon: Napět́ı je rovno součinu proudu a odporu: U = IR,
2. Kirchhoffův zákon o proudu: Součet proudů vstupuj́ıćıch do uzlu se
rovná součtu proudů z uzlu vystupuj́ıćıch.
3. Kirchhoffův zákon o napět́ı: Součet napět́ı ve smyčce je roven nule.

Kirchhoffův zákon o proudu: rovnice

I1 + I2 − I3 = 0.

Kirchhoffův zákon o napět́ı (spolu

s Ohmovým zákonem) pro smyčku

DABE dává rovnici 10I1 − 10I2 = 10,

pro smyčku EBCF : 10I2 + 20I3 = 5.

(Smyčku DABCFE již uvažovat ne-

muśıme, nebot’ vyplývá z p̌redchoźıch

dvou.)



T́ım dostáváme soustavu rovnic 1 1 −1
10 −10 0
0 10 20

∣∣∣∣∣∣
0

10
5


Převedeme na odstupňovaný tvar:

∼

1 1 −1
0 −2 1
0 10 20

∣∣∣∣∣∣
0
1
5

 ∼
1 1 −1

0 −2 1
0 0 5

∣∣∣∣∣∣
0
1
2


Vy̌rešeńım dostaneme:

I1 = 0.7A
I2 = −0.3A
I3 = 0.4A



Frobeniova věta

Definice Hodnost matice
Hodnost́ı matice rozuḿıme počet nenulových řádk̊u po p̌revodu do
odstupňovaného tvaru.

Znač́ıme rank(A) (nebo h(A)).

Frobeniova věta charakterizuje řešitelnost soustav rovnic pomoćı
hodnost́ı matice a rozš́ı̌rené matice soustavy:

Soustava (A|b) má (aspoň jedno) řešeńı právě tehdy,
když rank(A) = rank(A|b) (h(A)=h(A|b))

Je-li h(A) = h(A|B) =počet neznámých, má soustava jediné řešeńı.

Je-li h(A) = h(A|B) <počet neznámých, má soustava nekonečně mnoho řešeńı.

V angličtině tuto větu nazývaj́ı Rouchého–Capelliho věta,
v Rusku Kroneckerova–Capelliho věta
a ve Španělsku Rouchého– Frobeniova věta.

Můžete se setkat i s názvem Rouché-Fonteného věta.



Frobeniova věta (a hodnosti matic) v p̌ŕıkladech

1 O snopech obiĺı:
hodnost matice soustavy: rank(A) = 3,
hodnost rozš́ı̌rené matice: rank(A|b) = 3⇒ řešeńı existuje
počet neznámých (3) = hodnosti matice ⇒ jediné řešeńı

2 Vzájemná poloha rovin:
hodnost matice soustavy: rank(A) = 2,
hodnost rozš́ı̌rené matice:

a) rank(A|b) = 2⇒ řešeńı existuje
počet neznámých (2) < hodnosti matice ⇒ ∞ řešeńı.

b) rank(A|b) = 3⇒ řešeńı neexistuje

3 Elektrický obvod:
hodnost matice soustavy: rank(A) = 3,
hodnost rozš́ı̌rené matice: rank(A|b) = 3⇒ řešeńı existuje
počet neznámých (3) = hodnosti matice ⇒ jediné řešeńı



Homogenńı soustava rovnic

Soustava Ax = 0 s nulovou pravou stranou se nazývá homogenńı.
Evidentně, nulový vektor je vždy jej́ım řešeńım.
Př́ıklad

x1 +x2 −3x4 −x5 = 0
x1 −x2 +2x3 −x4 = 0

4x1 −2x2 +6x3 +3x4 −4x5 = 0
2x1 +4x2 −2x3 +4x4 −7x5 = 0

1 1 0 −3 −1
1 −1 2 −1 0
4 −2 6 3 −4
2 4 −2 4 −7

 ∼ · · · ∼


1 1 0 −3 −1
0 −2 2 2 1
0 0 0 9 −3
0 0 0 0 0


Hodnost matice soustavy je 3, neznámých 5 ⇒∞ řešeńı.
Řešeńı vyjáďŕıme pomoćı 2 parametr̊u:
x5 = p, nebo x5 = 6p, x3 = q, p, q ∈ R .

x5 = 6p
x4 = 2p
x3 = q

x2 = 5p + q
x1 = 7p − q

⇒ x =


x1

x2

x3

x4

x5

 =


7
5
0
2
6

 p +


−1
1
1
0
0

 q, p.q ∈ R



Cramerovo pravidlo

Věta Bud’ A ∈ Rn×n regulárńı, b ∈ Rn.
Pak řešeńı soustavy Ax = b je dáno vzorcem

xi =
detAi

detA
, i = 1, . . . , n,

kde
detAi je determinant čtvercové matice, která vznikne z matice A
po nahrazeńı i-tého sloupce sloupcem pravých stran.

Cramerovo pravidlo z roku 1750 (i když bylo známo už ďŕıve) je pojmenováno po

švýcarském matematikovi Gabrielu Cramerovi. Ve své době to byl populárńı nástroj na

řešeńı soustav lineárńıch rovnic, dnes má význam sṕı̌se teoretický.



Př́ıklad

x1 + 3x2 − x3 = 0
x2 = 1

x1 − x2 = −1

A =

1 3 −1
0 1 0
1 −1 0

 ,A1 =

 0 3 −1
1 1 0
−1 −1 0

 ,A2 =

1 0 −1
0 1 0
1 −1 0

 ,A3 =

1 3 0
0 1 1
1 −1 −1


detA = 1, detA1 = 0, detA2 = 1, detA3 = 3

x1 =
detA1

detA
= 0

1 = 0

x2 =
detA2

detA
= 1

1 = 1

x3 =
detA3

detA
= 3

1 = 3



Soustavy rovnic s parametry

Provedeme diskusi řešeńı soustav vzhledem k parametru a:
Př́ıklad

x −2y +z = 1
x −y +3z = 0
x −4y −3z = a

Př́ıklad
x +y = 1
x −ay = a2

a −y = a



Slovńı úlohy

1 Zvěťśıme-li jednu stranu trojúhelńıka o 11 cm a druhou stranu o 11 cm
zmenš́ıme, dostaneme rovnostranný trojúhelńık. Když prvńı stranu vynásob́ıme
čty̌rmi, je o 10 cm věťśı než trojnásobek ťret́ı strany. Vypočtěte velikosti stran
trojúhelńıka.

2 Kyselina śırová je složena z vod́ıku, śıry a kysĺıku. Poměr hmotnosti vod́ıku a
śıry je 1 : 16 a poměr hmotnosti kysĺıku a śıry je 2 : 1. Kolik každého prvku
obsahuje 1323 g kyseliny?

3 Hutńık má čty̌ri r̊uzné slitiny, které obsahuj́ı ćın, olovo, vizmut a kadmium.
Prvńı slitina obsahuje 20 kg ćınu a 10 kg olova. Druhá obsahuje 12 kg olova a 6
kg ćınu. Třet́ı obsahuje 10,5 kg vizmutu, 6,4 kg olova a 3,1 kg ćınu. Posledńı
slitina obsahuje 10 kg vizmutu, 5 kg olova, 2,5 kg kadmia a 2,5 kg ćınu. Jaké
množstv́ı každé slitiny je ťreba použ́ıt na p̌ŕıpravu slitiny, která by obsahovala 81
kg vizmutu, 75 kg olova, 15 kg kadmia a 40 kg ćınu ?


