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1 Úvodńı informace

2 Operace s vektory
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Úvodńı informace

Zápočet:

docházka

Organizace p̌redmětu
Tématické celky:

I. lineárńı algebra,
II. diferenciálńı počet,
III. integrálńı počet.

Seminá̌r navazuje na p̌rednášku, p̌rednáška určuje kontext.



Vektorové prostory
Definice (J. Neustupa, skripta M1) Neprázdná množina V, ve
které jsou definovány dvě operace:

sč́ıtáńı prvk̊u (z množiny V)

násobeńı prvk̊u (z množiny V) reálnými č́ısly

tvǒŕı vektorový prostor, pokud plat́ı:

uzav̌renost (∀u, v ∈ V,∀α ∈ R : v1 + v2 ∈ V, αv1 ∈ V)

existence neutrálńıho prvku
(∃o ∈ V : ∀v ∈ V : o + v = v + o = v)

existence inverzńıho prvku: (∀v ∈ V∃u ∈ V : u + v = o),
takový prvek označujeme opačný, u = −v
komutativnost a asociativnost operace sč́ıtáńı, tj.

∀v1, v2 ∈ V : v1 + v2 = v2 + v1
∀v1, v2, v3 ∈ V : (v1 + v2) + v3 = v1 + (v2 + v3)

∃1 ∈ R : ∀v ∈ V : 1v = v

∀α, β ∈ R, ∀v ∈ V : α(βv) = (αβ)v
distributivita

∀α ∈ R, ∀u, v ∈ V : α(u + v) = αu + αv
∀α, β ∈ R, ∀v ∈ V : (α + β)v = αv + βv



Př́ıklady vektorových prostor̊u

1 Rn

2 Rm×n

3 P Polynomy s reálnými koeficienty proměnné x

4 Pn Polynomy nejvýše n-tého stupně s reálnými koeficienty
proměnné x

5 F Reálné funkce f : R→ R
6 C Spojité funkce f : R→ R
7 C[a,b] Spojité funkce na intervalu 〈a, b〉 f : 〈a, b〉 → R



Součet vektor̊u a násobeńı vektoru reálným č́ıslem: p̌ŕıklady

Určete vektor x

1 x = 3a + 5b − c , je-li
a = (4, 1, 3,−2), b = (1, 2,−3, 2), c = (16, 9, 1,−3),

2 x = −a + 4b − 6c + 2d , je-li
a = (1, 1,−1,−1), b = (0, 0, 0, 0),
c = (12, 0, 1, 4), d = (−1,−1, 1, 1),

3 a + 2b + 3c − 4x = o, kde
a = (5,−8,−3, 2), b = (2,−1, 4,−3), c = (−3, 2,−5, 4),

4 a− x + 13(b + x)− 14(2a− b) = o, kde
a = (1, 1,−1), b = (2, 0, 2),

5 5u − 4x − 3v + x + 2w = u + 2x , kde
u = (1,−1, 1, 1), v = (0, 2, 2, 2),w = (3,−3, 3,−3).



Lineárńı kombinace: p̌ŕıklady

Najděte všechny hodnoty t, pro které je možno vektor u vyjáďrit
jako lineárńı kombinaci vektor̊u a, b, c:

1 u = (5, 3, t), a = (1, 0, 2), b = (0, 1, 1), c = (4, 1, 9)

2 u = (4, 3, t), a = (1, 2, 3), b = (2,−1, 1), c = (1, 7, 8),

3 u = (t, 6, 7), a = (1, 4, 5), b = (3, 8, 10), c = (0,−4,−5),

4 u = (1, 3, 5), a = (1, 3, 4), b = (2, 8,−2), c = (3, 11, t).



Lineárńı závislost a nezávislost skupiny vektor̊u

Definice (lineárńı kombinace).
Je-li u1, u2, . . . , un skupina vektor̊u ve vektorovém prostoru V a
α1, α2, . . . , αn jsou reálná č́ısla, pak vektor
α1u1 + α2u2 + · · ·+ αnun (který je rovněž vektorem ve V)

nazýváme lineárńı kombinaćı vektor̊u u1, u2, . . . un.

Definice (lineárńı závislost a nezávislost vektor̊u).
Skupinu vektor̊u u1, u2, . . . , un nazýváme lineárně závislou (LZ), jestliže
reálná č́ısla α1, α2, . . . , αn ∈ R, z nichž alespoň jedno je r̊uzné od nuly
a plat́ı α1u1 + α2u2 + · · ·+ αnun = o .
Pokud α1u1 +α2u2 + · · ·+αnun = o pouze pro α1 = α2 = · · · = αn = 0,

nazýváme skupinu vektor̊u lineárně nezávislou (LN).

Tvrzeńı.

Je-li jedńım ze skupiny vektor̊u u1, u2, . . . , un z vektorového
prostoru V nulový vektor, pak tato skupina je LZ.

Skupina vektor̊u u1, u2, . . . , un (kde n > 1) z vektorového prostoru
V je LZ právě tehdy, je-li možné alespoň jeden z vektor̊u této
skupiny vyjáďrit jako lineárńı kombinaci ostatńıch vektor̊u skupiny.



Př́ıklady: je zadaná skupina vektor̊u LZ nebo LN?

1 ~u = (1,−1, 2), ~v = (−2, 3, 1), ~w = (−1, 3, 8)

2 ~u = (1,−1, 2), ~v = (−2, 3, 1), ~w = (−1, 3, 7)

3 ~u = (1, 1, 1), ~v = (1, 1, 0), ~w = (1, 0, 0)

4 ~u = (1, 2, 4), ~v = (2, 1, 3), ~w = (4,−1, 1)

Určete č́ıslo t tak, aby vektory u, v ,w byly lineárně závislé:

a) u = (2, 1, 3), v = (1, 2,−5),w = (3, 0, t),

b) u = (1, 2, 2), v = (2, t, 3),w = (2, 5, 4),

c) u = (−1, t, 2), v = (1, 1, 2),w = (3, 0, t),

d) u = (4, 5, 2), v = (2, 2t, t),w = (2, 10− 6t, 4− 3t).



Báze vektorového prostoru

O vektorovém prostoru V řekneme, že je n rozměrný (dimV = n), jestliže
v prostoru

existuje skupina n vektor̊u, která je lineárně nezávislá

a každá skupina v́ıce než n vektor̊u je lineárně závislá.

Dimenze (rozměr) vektorového prostoru V je rovna
maximálńımu počtu lineárně nezávislých vektor̊u, které lze ve V nalézt.

Definice (báze vektorového prostoru).
Necht’ V je n–rozměrý vektorový prostor.
Každou lineárně nezávislou skupinu n vektor̊u z V

nazýváme báźı prostoru V.

Tvrzeńı. Je-li u1, u2, . . . , un báze vektorového prostoru V, pak každý

vektor z V lze vyjáďrit jediným způsobem jako lineárńı kombinaci vektor̊u

této báze.



Př́ıklady: báze vektorového prostoru

1 Určete soǔradnice vektoru ~a = (1, 2)zV = R2 vzhledem k bázi
(tj. vyjáďrete ~a jako lineárńı kombinaci vektor̊u báze)

1 ~u1 = (0, 1), ~u2 = (1, 0)
2 ~v1 = (1, 1), ~v2 = (−1, 0)

2 Zjistěte, zda dané vektory tvǒŕı bázi vektorového prostoru R3.
V kladném p̌ŕıpadě vyjáďrete vektor a = (1, 1, 2) jako jejich
lineárńı kombinaci a stanovte soǔradnice vektoru a v dané
bázi:

1 u1 = (1, 1, 1), u2 = (1, 1, 0), u3 = (2, 0, 0),
2 u1 = (0, 1,−1), u2 = (0, 2,−2), u3 = (1, 1, 3)
3 u1 = (1, 2, 1), u2 = (0, 1, 1), u3 = (0, 0, 3).
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