
Semestrálńı práce
varianty B, C, D, E, F Aplikace diferenciálńıch rovnic

Varianta B: Pohyb planety

Pohyb tělesa v gravitačńım poli nehybného centrálńıho tělesa. Celou úlohu omeźıme na pohyb v rovině.
Mějme nehybné těleso o hmotnosti M v počátku souřadnic.
Okolo tohoto tělesa se pohybuje druhé těleso o hmotnosti m,
které se v daný okamžik nacháźı v bodě o souřadnićıch ~r = [rx, ry] a má rychlost ~v = (vx, vy).
Na toto těleso p̊usob́ı gravitačńı śıla

F = κ
mM

r3
~r, r3 =

(√
r2x + r2y

)3
Pohybový zákon (zrychleńı je úměrné śıle) → pohybová rovnice 2. řádu.

d2~r

dt2
=
F (~r)

m

Zavedeńım rovnice pro rychlost převedeme na soustavu rovnic 1.̌rádu.

d~r

dt
= ~v

d~v

dt
=
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m

zapsáno po složkách

r′x = vx
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Označ́ıme
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derivace:
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Dodáme počátečńı podmı́nky: počátečńı polohu a rychlost tělesa.
Můžeme řešit numerickými metodami.
Zobrazeńı řešeńı: pro hodnoty t, ve kterých jsme poč́ıtali,
jsou v prvńım a druhém řádku vypoč́ıtány x-ové a y-ové souřadnice trajektorie pohybu.
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Varianta C: Lǐska hońı kráĺıčka

Úlohu o pronásledováńı (angl. pursuit problem) lze modelovat soustavou diferenciálńıch rovnic.
Předpokládejme, že kráĺık se pohybuje po dráte popsané v rovině (r1(t), r2(t)),

např́ıklad po spirále, tj.
r1(t) =

√
1 + t cos t

r2(t) =
√

1 + t sin t
.

Lǐska se snaž́ı chytit kráĺıka a pohybuje se po takové dráze, že
a) v každém časovém okamžiku směr pohybu lǐsky je do bodu, ve kterém se nacháźı kráĺık a
b) rychlost pohybu lǐsky je konstanta k-násobek rychlosti pohybu kráĺıka.
Potom dráhu pohybu lǐsky (y1(t), y2(t)) popisuje soustava rovnic

d
dty1(t) = s(r)(r1(t)− y1(t))
d
dty2(t) = s(r)(r2(t)− y2(t))

,

kde

s(t) =

k ·

√(
d

dt
r1(t)

)2

+

(
d

dt
r2(t)

)2

√
(r1(t)− y1(t))

2
+ (r2(t)− y2(t))

2

Řešte tuto soustavu numerickými metodami, zobrazte trajektorie řešeńı pro r̊uzné počátečńı podmı́nky a r̊uzné
konstanty k. Popǐste chováńı řešeńı.
Uvažujte i jiné trajektorie r(t).
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Varianta D: Růst bakteríı, nasazeńı antiséra

Společenstvo bakteríı se rozmnožuje s rychlost́ı úměrnou okamžitému počtu bakteríı v daný čas.
Po 3 hodinách bylo zjǐstěno, že ve společenstvu je př́ıtomno 400 bakteríı, za 10 hodin bylo ve společenstvu př́ıtomno
již 2000 bakteríı.
Jaký byl počátečńı počet bakteríı ve společenstvu v okamžiku kdy jsme jev začali pozorovat ?
Kolik bude bakteríı ve společenstvu po 24 hodinách ?
Po 48 hodinách jsme nasadili účinné antisérum, které hub́ı bakterie s rychlost́ı př́ımo úměrnou kvadrátu okamžitého
počtu př́ıtomných bakteríı v daný čas.
Za 10 hodin od okamžiku nasazeńı antiséra bylo zjǐstěno, že ve společenstvu je 5 krát tolik bakteríı kolik jich bylo
v okamžiku nasazeńı antiséra.
Jak se bude vyv́ıjet společenstvo bakteríı dál ?
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Varianta E: Infúze léku pacientovi

Pacientovi byl nasazen infúźı lék.
Do jeho krevńıho oběhu proniká konstantńı rychlost́ı 0, 01mg za sekundu lék. Současně však organismus tuto látku
z krve odbourává rychlost́ı úměrnou okamžitému množstv́ı látky v krvi. Pacient má 4, 7 litr̊u krve. Za tři hodiny od
okamžiku, kdy byla infúze nasazena, bylo v krvi pacienta naměřeno 13µg léku na každý mililitr krve (13 promile).
Sestavte diferenciálńı rovnici, která určuje okamžité množstv́ı léku v krvi pacienta v závislosti na čase. Načrtněte
pr̊uběh této závislosti graficky.
Po 48 hodinách je infúze přerušena.
Jaké je množstv́ı léku v krvi pacienta v okamžiku, kdy je infúze přerušena.
Jak dlouho potom z̊ustane v krevńım oběhu ještě koncentrace léku do 1µg na každý mililitr krve.
(Předpokládejte, že rychlost odbouráváńı je stále úměrná okamžitému množstv́ı látky v krvi.)
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Varianta F: Rychlost učeńı a čas potřebný k zapamatováńı

V teorii učeńı bylo empiricky zjǐstěno, že rychlost, s jakou se člověk dokáže naučit určité množstv́ı látky (textu),
je př́ımo úměrná množstv́ı látky, které ještě zbývá k naučeńı.
Necht’ M je celkové množstv́ı látky k naučeńı a A(t) množstv́ı látky naučené v čase t.
Nalezněte a vyřešte diferenciálńı rovnici pro množstv́ı naučené látky A.
Následně vezměte v úvahu faktor zapomı́náńı, který je př́ımo úměrný relativńımu množstv́ı informaćı v čase t a
rychlosti učeńı (časové změně naučených informaćı).
Nalezněte časovou závislost pro množstv́ı zapamatovaných informaćı (= množstv́ı naučených od něhož bylo odečteno
množstv́ı zapomenutých informaćı).
Určitá osoba se za 1 hodinu naučila 2/5 veškerého textu. Dále se u této osoby testem ukázalo, že z těchto 2/5M se
12% nevstřebalo do paměti (bylo zapomenuto).
Dopočtěte partikulárńı řešeńı na základě těchto uvedených parametr̊u.
Za jak dlouho se dotyčná osoba nauč́ı a za jak dlouho si zapamatuje polovinu veškerých informaćı, 75% veškerých
informaćı, 90% veškerých informaćı ?
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