CHAPTER [

Textik k semestralni praci (var. A)

1.1 Casova rada

Vybrano z textu !
Pod pojmem casova Fada rozumime data (vysledky pozorovani), ktera jsou chrono-
dennich teplot v meteorologii, vyvoj koncentrace necistot v ekologii, zmény poctu
jedincl néjaké populace v demografii, vyvoj rozvodovosti v sociologii nebo vyvoj cen
v ekonomii. Mame pfitom na mysli tzv. statistické (stochastické) fady, které jsou za-
tizeny nejistotou, nikoliv fady deterministické, jejichz chovani Ize jednoznacné popsat
néjakym matematickym vzorcem.

Jestlize vyjdeme z teorie ndhodnych procesi, miizeme fFici, ze Casova fada pred-
stavuje konkrétni realizaci odpovidajictho ndhodného (stochastického) procesu.

Cilem analyzy Casové fady je urfeni modelu (mechanismu), podle néhoz jsou
generovana sledovana data. Znalost tohoto modelu umoznuje predpovidat budouci
vyvoj systému a do jisté miry i fidit a optimalizovat chovani systému vhodnou volbou
vstupnich parametr(i a pocatecnich podminek.

Volba ¢asovych okamziki pozorovani. Mame-li moznost volby, pak se doporucuje
volit kompromisni feseni. Velka hustota ¢asovych bodi{ pozorovani umoznuje dobre
vystihnout charakteristické rysy ¢asové rady, ale mohou nastat potize pri vypoctech.
V kazdém pripadé se vsak snizime volit ekvidistantni intervaly mezi sousednimi po-
zorovanimi.

Pti analyze ekonomickych casovych fad se mohou nepfiznivé projevit problémy
spojené s kalendafem (napf. riizné délka kalendafnich mésicd, rizny pocet pracov-
nich dnd v mésici, pohyblivé svatky). V takovych ptipadech se zavadi tzv. ,standardni
mésic” o délce 30 dni nebo standardni pocet pracovnich dnd v mésici, nebo se po-
zorované daje akumuluji (napf. pouZiti kvartalnich dat namisto mési¢nich).

Délka casové fady se definuje jako celkovy polet pozorovani v Casové fadé, nikoliv
jako Casové rozpéti mezi prvnim a poslednim pozorovanim.

Lhttps://wwwl.osu.cz/ bujok/files/ancas.pdf



.2 Dekompozice casové rady

Uvazujme Casovou fadu Y7, Ys, ..., Y.
Casova Yada se rozklada na &ty¥i zakladni slozky, jimiZ jsou
= trend (7'r),
= sezénni slozka (Sz),
= cyklicka slozka (C) a
» nihodna (rezidualni) slozka (¢).
To znamena, Ze Casovou fadu chapeme jako trend, na ktery se ,,nabaluji* periodické
slozky (sezénni a cyklicka slozka) a ndhodna slozka (nejéastéji bily Sum).
Dekompozice (rozklad) ¢asové Fady je dvojiho typu:
= a) aditivni dekompozice ve tvaru

Y=Tr+S2+4C +c¢,

kdy vSechny slozky se méfi ve stejnych jednotkach jako Y't,
» b) multiplikativni dekompozice ve tvaru

Y =TrSzCe,

kdy pouze trendova slozka je mérena ve stejnych jednotkach jako Yt a ostatni
slozky jsou bezrozmérné veliciny.

Trend reprezentuje dlouhodobé zmény v primérném chovani fady (dlouhodoby
rGst nebo pokles, popt. dlouhodobd konstantni droven); je zplsoben faktory, jez
plsobi systematicky, tj. ve stejném sméru.

Sezénni slozka predstavuje periodické zmény, které se odehravaji v pribéhu roku
a kazdy rok se opakuji. Tyto zmény zpravidla souviseji se stridanim rocnich obdobf
(jaro, léto, podzim a zima). Pro studium sezénnich vlivii se doporuéuje pracovat
sradami mésicnich, nejvyse kvartalnich méreni.

Cyklickou slozku chipeme jako fluktuace kolem trendu, pri nichz se pravidelné
stfidaji faze ristu s fazemi poklesu. Délka cyklu i intenzita jednotlivych fazi se pritom
mohou v pribéhu ¢asu ménit. Pri¢iny vedouci ke vzniku cyklické slozky Ize zpravidla
jen tézko identifikovat.

Nahodna (rezidualni) slozka predstavuje ndhodné fluktuace, jez nemaji system-
aticky charakter. Zahrnuje téz chyby méreni, chyby ve statistickém zpracovani dat
(napf. zaokrouhlovaci chyby). Casto se pfedpoklada, ze ma ndhodna slozka charakter
bilého Sumu, tj. Ze je tvorena hodnotami nezavislych nahodnych veli¢in s nulovou
stfedni hodnotou a néjakym konstantnim rozptylem.

Dekompozi¢ni metody pracuji pouze se systematickymi slozkami (trend, sezénni
a cyklicka slozka), pritom se zpravidla vyuzivd metod regresni analyzy.



1.3 Ptedpovédi v casovych fadach

Predpovédi v cCasovych fadach mohou byt dvojiho druhu: bodové a intervalové.
Bodova predpovéd predstavuje bodovy odhad hodnoty Casové rady vurcitém bu-
doucim okamziku. Intervalova predpovéd (predpovédni interval) je analogii inter-
valu spolehlivosti.

Chyba predpovédi ¢; v Case t je definovana vztahem

et:}/t_i/t(t_]-)a

v némz Y; znadi skute¢né naméFenou hodnotu v Case ¢ a Y;(t — 1) predpovéd této
hodnoty porizenou v ¢asovém okamziku bezprostfedné predchazejicim. V praxi se
nejCastéji pouzivaji nasledujici miry kvality predpovédi:

Mira SSE: soucet ¢tvercovych chyb SSE (Sum of Squared Errors)

SSE =Y €

t=1

Mira MSE: primérna ¢tvercova chyba MSE (Mean Squared Error)

1 1
MSE=-Y ¢ = =SSE
ni3 n

Mira MAD: primérna absolutni odchylka MAD (Mean Absolute Deviation)

1 n
MAD ==%" |e
ni4

Mira MAPE: Primérna absolutni procentualni chyba MAPE (Mean Absolute
Percentual Error)

100 &
mapg - 205~ lal
i
Srovname-li vSechny uvedené miry, zjistime, Zze miry MSE a SSE (ve srovnani
s MAD) posuzuji mnohem pfisnéji velké chyby predpovédi nez chyby malé.
Vsechny uvedené miry kvality predpovédi zavisi na skale,v niz jsou méreny hod-

noty {Y;}.

= Mira SMAPE P¥i porovnavani miry kvality predpovédi pro vice Casovych
rad je vhodnéjsi pouzit symetrickou priimérnou absolutni chybu v procentech
(SMAPE) definovanou vztahem

n+h
syapp = W 3 e

he S (vl + [N = 1)) /27

v némz h znadi horizont predpovédi.



1.4 Aproximace trendu matematickymi funkcemi

Budeme predpokladat, ze zkoumana Casova fada ma tvar Y, =Tr, + ¢, .

Typ nejvhodnéjsi matematické funkce pro danou ¢asovou radu se ur€uje na zakladé
predbézné analyzy fady, nejCastéji pomoci grafického zaznamu fady nebo teoretickych
znalosti o pribéhu trendové slozky.

1.4.1 Konstantni funkce

V tomto pripadé zrejmé plati Tr; = ﬁo,t = 1,2,...,n. Metodou nejmensich
¢tvercii, tj. minimalizaci funkce S = Z 60) dostaneme pro bodovy odhad
by parametru (3, vztah =
bo = 1 2”: Y =1y
ni4

Predpovéd Vi pro 1" > n je rovnéz konstantni, totiz Vi =b .

1.4.2 Linearni funkce

Je-li trend linearni, tj. Try = B+ f1, t = 1,2,...,n, dostaneme pro bodové
odhady by a b; pomoci metody nejmensich ¢tvercii soustavu dvou normalnich

rovnic . . . . .
nbo+ b1y t=> Yibo+ > t4+by t2=3 tY;
t=1 t=1 t=1 t=1 t=1
Jeji feSeni ma tvar

S Y — 1YL Y

=Lt b =Y — bt
S 2 — nt? ! 0

by =

pridemz t = ”T“ Pro predpovédi Vs budoucich hodnot &asové rady pak plati
Vi =bo+ 0T
V ekonometrickych Casovych fadach, kde body pozorovani jsou zpravidla ekvidistantnf,

je vyhodné&jsi pouzit modelu Try = v+ (t—t), t=1,2,... n.Vzhledem k tomu,
Ze plati 33}, (t —t) = 0, soustava normélnich rovnice se zjednodusi na tvar

ney = ZYt,cht—t =Y (t-1)Y,
= t=1

Odtud pro bodové odhady ¢y a ¢; snadno dostaneme

IR v 37, (htd v ¥0
0 5 1 n t2_ t—2
Zt:1 n

a pro predpovédi budoucich hodnot casové fady

Yr=co+a(T—1).



1.4.3 Kvadraticka funkce

V pripadé kvadratické funkce mizeme, stejné jako u funkce linearni, pouzit dvou
modeli:
Try= 0o+ Pit + fot?, t=1,2,....,n

nebo
Tri="q+nt—10+%t—1)>* t=1,2...,n

V obou téchto pripadech dostaneme soustavu tfi normalnich rovnic pro bodové
odhady prislusnych parametrii. Predpovédi budoucich hodnot Casové rady se pak
pocitaji pomoci vztahu

YV = by 4+ 0T +bT? YV =co+ (T —1) + (T — 1)?

1.4.4 Exponencialni funkce

Uvazuje se dvouparametrickd funkce tvaru
Try,=af", a>0,3>0 t=12,...,n

Tripq

ktery se vyznacuje tim, zZe podil dvou sousednich hodnot trendu ( > stejné jako

podil dvou sousednich prvnich diferenci trendu, ma konstantni hodnoth rovnou 3. Je-
li B > 1, pak uvazovana funkce zfejmé exponencialné roste, zatimco pro 0 < 3 < 1
exponencialné klesa.

Pro odhad parametri exponencialniho trendu se nejcastéji pouziva ,obycejna”
metoda nejmensich ¢tvercl. Vztah (2.1) se nejprve prevede logaritmovanim na tvar

logTry = loga + tlog 3
a odhady obou parametr(i se urci minimalizaci vyrazu
Z (logy; — log v — tlog B)z
t=1

Lepsi vysledky poskytuje metoda nejmensich vazenych ¢€tverci, jejiz podstata
spoCiva v tom, Ze se jednotlivd pozorovani opatruji statistickymi vahami w;,t =
1,2,...,n, a minimalizuje se vyraz

Z wy (logy; — loga — tlog 5)2

t=1

Statistické vahy je vhodné volit tak, aby platilo: w, = Y2t =1,2,...,n.

1.4.5 Modifikovana exponencialni funkce

Tato funkce ve tvaru
Tri=v+aB, a>0,0<p<1, v>0 t=1,2,...,n

je vlastné zobecnénim funkce exponencidlni. Doporucuje se vtéch pripadech, kdy
podil sousednich prvnich diferenci fady je konstantni a ¥fada je omezena hodnotou
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parametru «y . Ptiklad takového trendu je na obr. 2.3.
Tr, A

t

t

Obr. 2.3: Modifikovany exponencialni trend [8]

Pro odhad parametrii se Casto vyuziva nasledujici postup. Soubor vsech po-
zorovani se (po pripadném vynechani jednoho nebo dvou pocatecnich pozorovani)
rozdéli na tfi stejné velké Casti o délce m. Selteme-li pozorovani v jednotlivych
Castech, dostaneme

Yalri~ Y Y= m’y—i—%

YoTlri~= Y, = my+ 70@8;”5(?;—1)
SsTrem LY = my+ =

reSenim této soustavy pak spocteme odhady vsech tfi parametri
) (zm —ZQY;)”’”
doYi =20 Y
b—1
= — Y,— )Y,
e L
o= 21y —ab(d™ —1)(b—1)

m

1.4.6 Logisticka funkce

Logisticka funkce ma tvar

T?“t =

~
, a>1, 0<f<], v>0,t=1,2,...,n

1+ apt P 7

Tato funkce vykazuje inflexni bod ¢;,; = —logalog 3 , je rostouci a asymptoticky

omezena hodnotou parametru v . Jeji graf (viz obr. 2.4a) ma pribéh typicky pro tzv.

S-k¥ivky. Dilezitou charakteristikou logistické funkce je tzv. rdstova funkce (viz obr.

2.4b), kterou dostaneme derivovanim podle &asu

dl'r In
di ¢ = _ryﬁTTt<7 — Trt)

nejen dosazené urovni T'r; , ale i vzdalenosti této Grovné od hladiny v . Rdistova
funkce je navic symetricka , kolem" inflexniho bodu. Pro odhad parametrii logistické
funkce Ize pouzit stejnou proceduru jako v pripadé modifikovaného exponencialniho
trendu, v tomto pripadé se odhadovaci procedura aplikuje na ¢asovou fadu hodnot

-6-



1/,

Tr, dTr,
dt

t

Jloga/logp b) -loga/logp t

a)

Obr. 2.4: Logisticky trend: a) logisticka funkce, b) ristova funkce [8]
Alternativni metoda odhadu vychazi z fady prvnich diferenci, tj. z fady Y, 1 —

Y,,t =1,2,...,n. Jestlize ve vztahu pro ristovou funkci nahradime hodnoty tren-

) . . dT'ry
dové slozky T'r; hodnotami skute¢nych pozorovani Y; a pouzijeme aproximace ~

Yii1—Y; = Ay, kde A; oznacuje Fadu prvnich diferenci pivodni ¢asové Fady, dostaneme

(po malé Gpravé)
A 1
== B+ Lﬁm
Yt Y
Odtud uz pomoci metody nejmensich Ctvercl spolteme odhady parametrd [ a 7.

Pro odhad zbyvajiciho parametru « pouzijeme Rhodesova vztahu

(n+1)Ing

Ina=— f""le (—1)

n

1.4.7 Gompertzova funkce

Tuto funkci dostaneme jednoduse transformaci modifikované exponencialni funkce na
tvar
InTr,=vy+af', a<-1,0<p<1,t=12...,n

Gompertzova funkce (viz obr. 2.5a) ma inflexi v bodé ¢;,; = —log(—«)/log 3, je
také rostouci a asymptoticky omezena. Jeji graf ma také podobu S-krivky. Ptislusna
rastova funkce (viz obr. 2.5b) neni symetricka , kolem" indexniho bodu, ale je kladné
zeSikmena. Odhad parametri se provadi stejné jako u modifikované exponencialni
funkce, ovsem odhadovaci procedura se aplikuje na fadu InY;.

Tr, ﬂ‘
dt

Y

a) -loga/logp t b) -loga/logp t

Obr. 2.5: Gompertziv trend: a) Gompertzova funkce, b) riistova funkce [8]
V tabulce 2.1 uvadime prehled testil pouzivanych v praxi pro vybér vhodné funkce
pro aproximaci trendové krivky.



Trendova funkce Informativni test

Linearni Prvni diference jsou priblizné konstantnf{
Kvadraticka Druhé diference jsou priblizné konstantni
Y;
Exponenciélni Podily sousednich hodnot s jsou priblizné konstantni

t

(5 )
POdllly }/;5+2 Y;f+1

Logisticka ] ] jsou priblizné konstantni
1 <§}/€+1 _IYQ
Gompertzova Podily Dl 7 HljsoupFibliiné konstantni

nY,,, —InY;
Tab. 2.1: Testy pro vybér aproximace trendové krivky.

Ukol Vyberte libovolnou &asovou Yadu a zndzornéte ji graficky. Navrhnéte vhodnou
matematickou funkci pro aproximaci trendu této fady a pokuste se urcit jeji parametry
pomoci néjakého dostupného matematického software.

Doporucena struktura:

1) struény popis vybranych dat (vCetné ptlivodu),

2) tvar vybrané funkce pro aproximaci trendu a zdiivodnéni vybéru,

3) interpretace hodnot vypoétenych parametrd.
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