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Linedrni ODR 2. ¥adu s prom&nnymi koeficienty
Cauchyova tloha
Y'+p(x)y +alx)y = f(x), y(o)=a, y'(x)=b

Existence a jednoznaénost Feseni
Jsou li funkce p(x), q(x), f(x) spojité v intervalu Z C R (a xo € Z),
ma Cauchyova lloha jediné ¥edeni v intervalu Z.

Reden{ ve tvaru souétu mocninné ¥ady

JestliZe jsou funkce p(x), g(x), f(x) rozvinutelné v mocninnou ¥adu
se stfedem v bod& xp v intervalu J = (xo — R,x0 + R), R >0,
potom Feseni Cauchyovy dlohy je sou¢tem mocninné ¥ady v
intervalu 7.

y(x) =a+b(x —x) + ch(x —x)<, xeJ
k=2



Priklad 1.

" . / X
y" +sin(x)y’ + 22

+4 = In(X+ 1)7 y(O) =a, y’(O) =b

Postup ¥eseni

@ Existence a jednozna&nost Yedeni: p(x) = sin(x), g(x) = 213
jsou spojité Vx € R, f(x) = In(x + 1) je spojitd pro x € ( 1, 00).
Cauchyova dloha ma jediné ¥eSeni v intervalu Z = (—1, 00).

@ Rozvineme funkce sin(x), ﬁ a In(x + 1) v mocninnou fadu se
X

stfedem v xg = 0 a uréime interval J, ve kterém vSechny t¥i ¥ady

konverguji.
) e (71)kx2k+1
SInXIZW, XG(*O0,00)
k=0
1 0 2\k 2k+1
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= = X— = -1 , -2,2
ey g () SR e
, xkHl
1) = —l -1,1
n(x+ /1+x 7( Vi1 x€(=11)

Véechnv t¥i Tavlorovy radv konverguii v intervalu .7 = (—=1.1).



Aproximace teSeni polynomem 5. stupné.

y" +sin(x)y’ + 2 +4y =In(x+1), y(0)=a, y'(0)=b

@ V intervalu J budeme hledat p¥iblizné ¥eSeni ve tvaru
y=a+bx+cx?+dx®+ex? +fxd

@ Vyjadfime y' y”

y' = b + 2cx + 3dx? + 4ex® 4 5fx*

© Funkce sinx,

" = 2¢ + 6dx + 12ex? + 20fx3

2:_ ,In(x + 1) aproximujeme polynomy 3. stupné.

) x3 X x  x3 In(x + 1) x? N x3
sinx = x — — —_— = — = n(x =X — =+ =
6 x24+4 4 16 2 3
Q sin(x)y’ a ﬁy aproximujeme polynomy 3. stupné.
P%

b X a b c a
sin(x)y’ = bx +2cx?+ [ 3d — = | x5, = 2 ( ) <
(x)y 6 xxra’ T 1"y
© Hledané koeficienty uréime porovnanim koeficientti u stejnych
mocnin x na levé a pravé strané rovnice.



Urceni koeficientd a,b,c,d,e,f
. X
y" +sin(x)y’ + i In(x+1), y(0)=0, y'(0)=-5
Hledané a, b, c, d, e, f uréime porovnanim koeficientid u stejnych
mocnin x na levé a pravé strané rovnice.

XO X1 X2 X3
levd strana rovnice y/’ 2c 6d 12e 20f
sin(x)y/ 0 b 2c 3d-2%
x o a b c_ a
X2+ 47 4 4 4 16
1 1
prava strana rovnice | IN(x +1) 0 1 ) 3

a=y(0)=0,b=y(0)=-5 ur&ime z pocéateénich podminek.
sc 123*%:*%:3e:%
3. 5 1 . 11

Zaveér. V okoli bodu xg = 0, pro x € 7 = (—1,1), Ize ¥eZeni y(x) Cauchyovy
llohy aproximovat polynomem ps(x) = —5x + x3 + fx* — L5,

e 6 o6 o o
x



Priklad 2.

Dédna Cauchyova tloha pro linedrni diferencidlni rovnici 2. ¥adu:

1
7—&-2 = 0)=1, y(0)=2
"4y 7 y = e y(0) , ¥'(0)

1. UkaZte, Ze dana Cauchyova tloha ma pravé jedno YeSeni v intervalu
7 a urlete tento interval. (spojitost koeficientii )

1 jespojitd naZy = (—oo,—1) aZy = (—1,00); % =0€ 1

X
2, e spojité Ix ER =T =T,NR = (—1,00)

2. UkaZte, Ze existuje feSeni ve tvaru sou¢tu mocninné ¥ady se sfedem
v bodé xp = 0 a urdete interval J, v némz je ¥eSeni tlohy souttem
fady. (Zapiseme Jlrl ,e?* ve tvaru mocninné Fady a ur&ime interval,

ve kterém vsechny Fady konverguji.)

1 o0
° +1 v
X
|x|<1 k=0

(—x)fr=1-x4+x>=x3..=> 7 =(-1,1)

2 3
° e2X:1+(2x)+—(2X) +@+~-~:&JQ=R

2 3!
j:jlmj2:(7171)



3. Aproximujte toto feSeni polynomem 4. stupné.
Hleddme y = a + bx + cx? + dx3 + ex*

y = b+ 2cx + 3dx? + 4ex3, y" = 2c + 6dx + 12ex?
oy X+1 aproximujeme polynomem 2. stupne
Yo =0b+2x+3dx>+... ) (1-x+x*+...)=
—b+(2c—b)x+3(df2c—b) 2
e V rovnici y" +y' x+1 + 2y = e?* nahradime funkce jejich
aproximacemi polynomy
2¢ 4 6dx + 12ex? 4+ b + (2c — b)x + 3(d — 2c — b)x? +2a 4 2bx + 2cx? = 1 4 2x + 2x°

1"

y 71 2y e2x

Y sa
e Porovname koeficienty u stejnych mocnin x.

X0 X]' X2
leva strana rovnice _}/// 2c 6d 12e a—= 1, b=2
1y b 2-b 3d-2c—b |2+3=1 = c=-3
2y 2a  2b 2c 6d—1=2 = d=3

prava strana rovnice €2X 1 2 2

1 1
Zavér |y =14 2x — gx2 + §x3 - §x4, x € (-1,1)




Priklad 3.

Dédna Cauchyova tloha pro linedrni diferencidlni rovnici 2. ¥adu:

y" +y-arctgx = e*cosx, y(0)=-1, y'(0)=2

1. UkaZte, Ze dand Cauchyova lloha ma pravé jedno YeSeni v intervalu
7 a urcete tento interval.
arctgx, e¥ cos x jsou spojité v R, tedy Z = R.

2. UkaZte, Ze existuje feSeni ve tvaru souc¢tu mocninné ¥ady se sfedem v

b. xg = 0 a urlete interval 7, v némz je ¥eSeni tlohy souttem ¥ady.
o0

1 k
o arCthZ /de \:// /Z(_Xz) =

pro|x|<1 k=0
e 2k+1 3

Z/ “kdx—z(:)( )kzka —%+....

Rada konverguje v J; = (—1,1)
2 53 27 4
oe—l—i—x—&———i—?—f— cosx:l—z——&———i—
konverguji Vx eR

J="NR=(-1,1)



3. Aproximujte toto FeSeni polynomem 5. stupné.
Hleddme y = ag + a1x + axx? + asx® + agx* + asx
o y' = a1 + 2apx + 3a3x? + 4agx3 4 Sasx*
"= 2ap + 6a3x + 12a4x? + 20asx>

5

3
X
oy-arctgx:(ao+a1x+a2x2+a3x3+...)(x—?4-...):
230X+31X2+(32—@)X3+...
2 53

oeXcosx:(1+x+f+§+ )(1—%+ =

=1+ x+0x? SRR
o y’ + y-arctgx = e~ cosx =
1 1
2a + 6azx + 12a4x> + 20a5x> + agx + a1x® + (a2 — §)X3 =1+x— §x3

y!

yarctgx eX cos x
@ Z potatetnich podminek: ag = —1,a; = 2.
@ Porovnanim koeficientﬁ u stejnych mocnin x:
2 = 1= ap = 2, 6a3+ao—1$33 %
12a4+a1 =0= a4 = 6,20a5—|—a2—— = % = a5 = _ﬁ70

2 X3 XA 7x°

4V _ X X X _
Zavér |y = —1+42x+ 5 + 3" 6 120,xe( 1,1)




	Lineární ODR 2. rádu s promennými koeficienty

