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Linedrni ODR 2. ¥adu s konstantnimi koeficienty
Z3akladni tvar rovnice

7 / _ 7 / —
Y+ +ay =0 yY't+p+ay = f(x)

homogenni nehomogenni

Homogenni rovnice

m3 trivialni Yedeni y(x) =0, x € R

Cauchyova dloha: y” + py’ +qy =0, y(x) = a,y’(x) = b
ma jediné maximalni feSeni pro libovolnou volbu xg, a, b.
Toto ¥egeni je definovano pro x € R.

Fundamentalni systém FeSeni
Jestlize dvé& funkce 1 a p, jsou dvé FeSeni homogenni rovnice v
intervalu (—oo, 00) a jsou linedrn& nezavislé v intervalu (—oo, o0) ,
pak jejich linearni kombinace

y(x) = Gpi(x) + Gea(x), G, G R
je obecnym FeSenim homogenni rovnice.
Rikdme, Ze funkce o1, @, tvo¥i fundamentalni systém FeZeni.
Zname-li fundamentalni systém ¥eSeni homogenni rovnice, pak pro
zadané pocatecni podminky xp, a, b uréime maximalni ¥eSeni
Cauchyovy dlohy, dopotitdme-li konstanty C; a G,.



Uréeni fundamentalniho systému feSeni homogenni rovnice
Re¥eni diferenciélni rovnice ‘y” +py +qy = 0‘ hleddme ve tvaru

y = e™ kde \ € C ur&ime z charakteristické rovnice

N4+pr+g=0

koFeny fundamentalni
charakteristické rovnice systém FeSeni
— AA1X
p1=¢€
)\172 eR )\1 75 )\2 2 = eAgX’
— AA1X
=e
A2 €R A=A 2 :
1,2 1 2 02 = xeMX
M2 €C Mo=a+iv P17 e*X cos wx,
Re(A) =a #0 ’ P2 = €™ sinwx
ApeC . = Ccoswx
1.2 Ao = tiw Y1 . o
Re(A\)=a=0 ’ Y2 = sinwx

Obecné feseni homogenni rovnice:
yH = Cip1 + Capa



Partikularni ¥eSeni rovnice se specialni pravou stranou

y'+py +ay =f(x)
Obecné Feseni je souttem obecného ¥eSeni homogenni rovnice yy
a partikuldrniho YeSeni, odpovidajiciho pravé strané yp.
Yob =YH + Yp
Specialni prava strana
F(X) = € - (P (x) COS(X) + Gy (x) sin(bx)
obsahuje pouze funkce e¥, cosx, sinx ndsobené polynomy p(x), g(x) (stupfid mi, my).
Metoda neurcitych koeficientt
1. Odhad partikularniho ¥eSeni. yp bude obsahovat stejné
e, cos(bx), sin(bx) jako prava strana, vyndsobené polynomy s nezndmymi
konstantami Ao, ..., Aum, Bo, ..., Bm; M je stupeil polynomu = max(m1, my)
yp = ™ - (pm(x) cos(bx) + gm(x) sin(bx)) - x
yp = e ((Ag + Arx + - - - + Ap) cos(bx) + (By + Bix + - - - + Byy) sin(bx)) x*

Je-li A\ = a £ ib koFenem charakteristické rovnice, vynasobime yp - x¥, kde k je

k

nasobnost tohoto koFene.
2. Ur&eni koeficientll Ay, ...,Au, Bo,..., By

porovnanim koeficienti po dosazeni yp do rovnice
3. Ovéteni, Ze y, je feSenim diferencialni rovnice



Priklad
Je ddna linearni diferencidlni rovnice
y'+y =12y = f(x)
Pro odpovidajici homogenni rovnici je fundamentdlni systém Feseni

{e_4x, e3x} a obecné Yeseni yy = Cre ™ + Goe3%.
Urcete partikuldrni ¥eZeni pro pravou stranu f(x):

Q f(x)=

Q@ f(x)=x

Q f(x) =2x?

Q f(x)=¢€"

Q f(x)=e*
Q f(x) =sin(x)
@ f(x) = cos(3x)
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Obecnd prava strana — Variace konstant

Q Ur¢ime fundamentalni systém feseni
(pl(X)v @2(X)
@ Urtime také ¢!, ¢, a wronskidn w - determinant

Y1 2 / /
w = = S
‘ 90/1 (,0/2 P1¥2 — P21
© Wronskiany wy, wy
0 ¢ ‘ p1 0 ’
wy = =—p2-f, wp= =1 f
‘ ) ¢ | 7 oy fx) | ¥

Q Ki(x)= / " dx, Ka(x)= /W2 dx
w w
@ Obecné feseni
Yob = YH +yp = Cip1 + G + Ki(x)p1 + Ka(x) g2



Priklad

Priklad

X

"_ o __<
Y - ty=5q

@ Charakteristicka rovnice :
N _2X+1=0= ¢ =€, py = xe~

@ vy=¢ ph=e(1+x), w=e>~
2x 2x
xe e
e
0 Ki(x) / X 4 Lin( + 1)
x)= [ — x = —=In(x
! x2+1 2 ’
1
Kz(X):/Xz_i_ldx:arctgx

1
o yob:C16X+C2‘X‘ex—5In(1+x2)-ex+x-arctgx-ex
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Aplikace : kmitani
@ Rovnici
my” + ky =0

jsou popsany nevynucené (vlastni) kmity hmotného bodu o

hmotnosti m, zav&Seného na pruziné o tuhostosti k.
@ Rovnici

my”" +cy/ +ky =0

jsou popsany nevynucené tlumené kmity hmoty m zavésené na

pruzin& tuhosti k pfi vazkém t¥eni c. (m, k,c > 0)
@ Vynucené kmity

y'+py +ay="1(t), p,geR
Kmity vynucuje f(x) (prava strana).

o Elektricky obvod se sériové zapojenou civkou induk&nosti L,

kondenzatorem kapacity C, rezistorem odporu R a zdrojem
napéti E(t). Hodnota elektrického naboje v &ase t - g(t).

1
Lg" + Rq' + ca= E(t)



Kmitani (Cipera: Kapitola 2, p¥iklad 2.3)
Rovnici
my” +ky =0

jsou popsany nevynucené (vlastni) kmity hmotného bodu o
hmotnosti m, zavéseného na pruZiné o tuhosti k.

C . .|k .
Kofeny charakteristické rovnice A1 » = £i{/ — = £iw,
m

tvar vlastnich kmitid je ddn obecnym ¥eSenim
y = Cicoswx + G sinwx
Jsou-li G;, G5 obé nenulové, miZeme upravit na tvar
y = Asin(wx + a),

kde A= /C? + C2, a = arctg %
2

Tedy amplituda nevynucenych kmitd je A, jejich frekvence w.
G, = Asina, G = Acosa, B = wx,
sin(a+ ) = sinacos B + cos asin 8



Matematické kyvadlo

Hmotny bod hmotnosti m je zavéSen na tenkém vldkn& délky L
zanedbatelné hmotnosti. Vychylime o thel 6 (do polohy yp) a pustime
(potatetni rychlost je nulovad). Zanedbdme odpor vzduchu p¥i pohybu
kyvadla i tfeni v zav&su. Gravitani pole povazujeme za homogenni.
Vychylka v zavislosti na &ase: y(t)

Pohybova rovnice: F = —mgsinf
Aproximace: sinf) ~ 6 = ¥ c
Diferencidlni rovnice: /
d?y Y __on, & L/a|
Mar T mELTY T F.
~—~

a
/ m Wl
)\1,2 =i % = mgcost — i
g ) g / 'ul.“.:a ]
= Gcosy| = + Gsing /. o A
N ! K + Casin K ) ¢ —=mgsinf

Pocate¢ni podminky: : ;
y(0) =y, ¥'(0) =0. .
~~ —~

poloha rychlost



Tlumené kmity (Cipera: Kapitola 2, p¥iklad 2.5)
Rovnicfi

my" +cy' +ky =0

jsou popsany nevynucené tlumené kmity hmoty m zavésené na
pruziné& tuhosti k pfi vazkém t¥eni c. (m, k, c > 0)
Tvar vlastnich kmitd je ddm obecnym ¥eSenim

y = e*(Cy coswx + Co sinwx),

4km — c2
1 2
kde a=—5=5, w= = , 4km—c“ >0
ReZeni opét Ize upravit na tvar

y = Ae™ sin(wx + ¢)

Tlumené kmity hmoty m jsou popsany funkci obecného Feseni,
amplituda F = Ae®* klesd exponencidln& s ¢asem x (a < 0),

frekvence je w polatedni faze ¢ = arctg ?1
2



ZavaZi na pruZiné
Pruzina délky £ visi svisle (nebo je uchycena zdola a stoji svisle).
Zavésime-li na pruZinu kuli¢ku hmotnosti m, pruZina se protdhne o délku
s. Posadime-li na pruZinu téleso hmotnosti m pruZina se stla&i o délku s.

Na pruZinu pisobi sila velikosti ks E

(Hookiv zakon, sila je pfimo imérna >

prodlouzeni s, konstanta (mérnosti
k charakteristika pruZiny - pruZzinovd
konstanta). Je-li zav&end kulitka v n--—-p
klidu, jsou sily v rovnovdze a platf
mg = ks.

[}

—k(y + 8)

NOOONDN

€ 00001

mg

\J
Vychylime-li kuli¢ku svisle o y a nasledné uvolnime, bude kulitka konat
kmitavy pohyb, popsany funkci y(t) :

d?y
ma —k(y+s)+mg=m—= =—ky —ks+mg = my" =
(y+s)+mg a2 y g y
Newton: Fi Foruz 0 rovnovaha

a

| k | k | k k
A1 = £iy/ — =y = G cosy/ — + Cosiny/ —. Frekvence kmitli je w =4/ —.
m

m
Jedna-li se naprlklad o houpacku kdo se houpe rychleji: t&Z%i nebo leh&i Elovék?

S rostouci hmotnosti m frekvence klesa, t&z3i se houpe pomaleji.



Vynucené kmity (Cipera: Kapitola 2, p¥iklad 2.11)

y'+py' +qy="1(t), p.geR

Kmity vynucuje f(x) (prava strana).

Pokud

frekvence vynucenych kmitl je stejnd jako frekvence nevynucenych kmitd,
dochazi k rezonanci.

a) y”’ + 9y = 2cos2x b) y” + 9y = 2cos3x
yHq = Cicos3x 4+ Gosin3x,  frekvence vlastnich kmitlh w, = 3

Frekvence vynucenych kmiti
a) wr = 2 : nedochdzi k rezonanci b) wr = 3 : dochazi k rezonanci

Tvar vynucenych kmitd uréime odhadem partikuldrniho ¥eSeni:
a) yp = Acos2x + Bsin 2x b) yp = (Acos3x + Bsin 3x) -x



Zavazi na pruziné (s plsobici silou)

Zavazi hmotnosti m je zavé&Seno na pruZiné tuhosti k. Proti pohybu

zavaZi plisobi odpor prosttedi popsany konstantou r. Navic na zdvazi

plsobi sila, kterd zavisi na &ase t a je popsand funkci F(t).

Nap¥iklad:

zavazi hmotnosti 1 [kg], na pruZin& tuhosti 50 [kg s~2] v prosttedi s

odporem vzduchu 2 [kg s!]. Na zava#i plsobi ttha —5 [kg m s72].

Zavazi je vychyleno z rovnovazné polohy do bodu 0.2 [m],

rychlost zédvazi v ¢ase t = 0 je nulova.

Polohu zdvaZi v Ease y(t) lze popsat rovnici s po¢ate€nimi podminkami:

y" +2y +50y = -5, y(0)=0.2, y'(0)=0

Regent:

yy=¢e " (CicosTt+ GsinTt), yp=A

Yob = € ' (Crcos7t + Gysin7t) — 0.1

(1) = ot (3 cos (7t) n 3sin(7t) > 1
10 70 10

V Matlabu ziskdme toto FeSenf takto:
reseni = dsolve(’D2y =-2%Dy-50*y-5’,’y(0)=0.2’,’Dy(0) = 07)




RLC obvod

Elektricky obvod se sériové zapojenou civkou induk&nosti L,
kondenzatorem kapacity C, rezistorem odporu R.
Hodnota elektrického naboje v &ase t je popsand funkci g(t).

g Pro L =1 [Henry], C =1 [Farad]
a R=0.4 [Ohm]:

q"+0.4¢'+1 =0, q(0) =4,4'(0) =0

1
Lg"+ R4 + za =0,

R -
g = Ae 2 sin(wt + ¢)
1 R2 utlum oscilaci v obvodu RLC v diisledku
“ViCc 4L

w disipace energie v rezistoru.
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