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Lineárńı ODR 2. řádu s konstantńımi koeficienty
Základńı tvar rovnice
y ′′ + py ′ + qy = 0︸ ︷︷ ︸

homogenńı

y ′′ + py ′ + qy = f (x)︸ ︷︷ ︸
nehomogenńı

p, q ∈ R

Homogenńı rovnice

má triviálńı řešeńı y(x) = 0, x ∈ R
Cauchyova úloha: y ′′ + py ′ + qy = 0, y(x0) = a, y ′(x0) = b
má jediné maximálńı řešeńı pro libovolnou volbu x0, a, b.
Toto řešeńı je definováno pro x ∈ R.

Fundamentálńı systém řešeńı
Jestliže dvě funkce ϕ1 a ϕ2 jsou dvě řešeńı homogenńı rovnice v
intervalu (−∞, ∞) a jsou lineárně nezávislé v intervalu (−∞, ∞) ,
pak jejich lineárńı kombinace

y(x) = C1ϕ1(x) + C2ϕ2(x), C1,C2 ∈ R
je obecným řešeńım homogenńı rovnice.
Ř́ıkáme, že funkce ϕ1, ϕ2 tvǒŕı fundamentálńı systém řešeńı.

Známe-li fundamentálńı systém řešeńı homogenńı rovnice, pak pro
zadané počátečńı podḿınky x0, a, b urč́ıme maximálńı řešeńı
Cauchyovy úlohy, dopoč́ıtáme-li konstanty C1 a C2.



Určeńı fundamentálńıho systému řešeńı homogenńı rovnice
Řešeńı diferenciálńı rovnice y ′′ + py ′ + qy = 0 hledáme ve tvaru

y = eλx , kde λ ∈ C urč́ıme z charakteristické rovnice

λ2 + pλ+ q = 0

kǒreny fundamentálńı
charakteristické rovnice systém řešeńı

λ1,2 ∈ R λ1 6= λ2
ϕ1 = eλ1x ,
ϕ2 = eλ2x

λ1,2 ∈ R λ1 = λ2
ϕ1 = eλ1x ,
ϕ2 = xeλ1x

λ1,2 ∈ C
Re(λ) = α 6= 0

λ1,2 = α± iω
ϕ1 = eαx cosωx ,
ϕ2 = eαx sinωx

λ1,2 ∈ C
Re(λ) = α = 0

λ1,2 = ±iω ϕ1 = cosωx ,
ϕ2 = sinωx

Obecné řešeńı homogenńı rovnice:
yH = C1ϕ1 + C2ϕ2



Př́ıklady (Čipera, 2.3 Úlohy, p̌r. 7-12)
Pro homogenńı rovnice urč́ıme :

1 charakteristickou rovnici,
2 kǒreny charakteristické rovnice,
3 fundamentálńı systém řešeńı homogenńı rovnice
4 a obecné řešeńı homogenńı rovnice.

homogenńı rovnice charakteristická rovnice kǒreny f.s.̌r, yH

1. y ′′ − 4y ′ + 3y = 0 λ2 − 4λ+ 3 = 0
λ1 = 1,
λ2 = 3

ϕ1 = ex ,
ϕ2 = e3x

yH = . . .

2. y ′′ + 2y ′ + y = 0 λ2 + 2λ+ 1 = 0
λ1 = 1,
λ2 = 1

3. y ′′ + 4y ′ = 0

4. y ′′ + 4y = 0

5. y ′′ − 2y ′ + 2y = 0
6. y ′′ − 2y ′ + 3y = 0
7. y ′′ − 4y ′ + 13y = 0



Př́ıklady (Čipera, 2.3 Úlohy, p̌r. 1-6)

Sestavte homogenńı diferenciálńı rovnici druhého řádu s
konstantńımi koeficienty,

je-li dán jej́ı fundamentálńı systém řešeńı v intervalu (−∞, ∞).

1 ϕ1 = e−x , ϕ2 = e2x

f.s.̌r.⇒ kǒreny : e−x ⇒ λ1 = −1, e2x ⇒ λ2 = 2

kǒreny⇒ kvadratická r. : (λ− λ1)(λ− λ2) = 0⇒ (λ+ 1)(λ− 2) = 0

charakteristická rovnice: λ2 − λ− 2 = 0

diferenciálńı rovnice: y ′′ − y ′ − 2y = 0

2 ϕ1 = 1, ϕ2 = ex

3 ϕ1 = e−3x , ϕ2 = xe−3x

4 ϕ1 = 1, ϕ2 = x

5 ϕ1 = sin 2x , ϕ2 = cos 2x

6 ϕ1 = e−2x cos(3x), ϕ2 = e−2x sin(3x)
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