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Diferenciálńı rovnice: pojmy
Rovnice, které obsahuj́ı neznámou funkci a jej́ı derivace.
Obyčejné diferenciálńı rovnice Parciálńı diferenciálńı rovnice
obsahuj́ı neznámou funkci
jedné nezávislé proměnné
a jej́ı derivace.

Řád diferenciálńı rovnice
určuje nejvyš̌śı derivace neznámé funkce.

Řešeńı diferenciálńı rovnice
je funkce, která vyhovuje diferenciálńı rovnici

(na zadané množině).
Řešeńı : obecné, partikulárńı, (výjimečné)

Graf konkrétńıho řešeńı se nazývá integrálńı ǩrivka.

Existence řešeńı

Cauchyova (počátečńı) úloha
Diferenciálńı rovnice + počátečńı podḿınka.

(Hledáme partikulárńı řešeńı, procházej́ıćı zadaným bodem)



Diferenciálńı rovnice: typy

1. řádu

separovatelné y ′ = p(x) · q(y)

exaktńı P(x , y)dx + Q(x , y)dy = 0
p̌ri ∂P

∂y = ∂Q
∂x

lineárńı y ′ = a(x)y + b(x)
Bernoulliova y ′ = a(x)y + b(x)yp

2. řádu

s konstantńımi koeficienty
y ′′ + ay ′ + by = f (x), a, b ∈ R

s proměnnými koeficienty
y ′′ + a(x)y ′ + b(x)y = f (x), a, b ∈ C(J)

soustavy rovnic 1. řádu

rovnice vyš̌śıho řádu a jejich p̌revod na soustavu



Diferenciálńı rovnice 1. řádu

Rovnice v normálńım tvaru:

dy

dx

(
= y ′

)
= f (x , y), [x , y ] ∈ G

Rovnice v diferenciálech

P(x , y)dx + Q(x , y)dy = 0, [x , y ] ∈ G

Funkce f , P, Q muśı být (alespoň) spojité v oblasti G ⊆ R2

Oblast je otev̌rená souvislá množina.



Separovatelné diferenciálńı rovnice, Cauchyova úloha

y ′ = P(x) · Q(y), počátečńı podḿınka: y(x0) = y0

Existence řešeńı : P(x) · Q(y) muśı být spojitá v oblasti G ⊆ R2

Existence jediného řešeńı Cauchyovy úlohy (postačuj́ıćı podḿınky):
v oblasti G ⊆ R2 (ve které lež́ı bod [x0, y0])

P(x) · Q(y) muśı být spojitá

muśı ḿıt spojitou parciálńı derivaci
∂(P(x) · Q(y))

∂y

Řešeńı : funkce y(x) definovaná na intervalu J, pokud plat́ı:

Interval neńı tvǒren jediným bodem,

y(x) má spojitou derivaci na J, tj y ∈ C1(J)

∀x ∈ J : [x , y(x)] ∈ G

∀x ∈ J : y ′(x) = f (x , y(x))

Prodloužeńı řešeńı, maximálńı řešeńı.

• Pro řešeńı Cauchyovy úlohy nav́ıc plat́ı y(x0) = y0.



Postup řešeńı:

1
dy

dx
= P(x) · Q(y)

2 Separujeme proměnné: R(y)dy = P(x)dx

3 Integrujeme levou a pravou stranu rovnice
L =

∫
R(y)dy P =

∫
P(x)dx

4 Vyjáďŕıme y(x) = · · ·+ C ,
p̌ŕıpadně zaṕı̌seme řešeńı jako množinu funkćı, zadaných rovnicemi F (x , y) = C

5 Řešeńı Cauchyovy úlohy: z počátečńı podḿınky urč́ıme konstantu

C , kterou dosad́ıme do obecného řešeńı;

t́ım źıskáme řešeńı vyhovuj́ıćı zadané podḿınce.



Př́ıklady: Čipera 1.6 Úlohy

Př́ıklad 8 y ′ =
1− x

1− y
, y(1) = 0

Př́ıklad 11 y ′ = y2 sin 2x , y(
π

4
) = 4

Př́ıklad 15 y ′ =
3

2
3
√
y + 1, y(0) = −2

Př́ıklad 16 y ′ = ey cos 2x , y(0) = ln 2

Př́ıklad 22
y ′

x
− y2 ln x = 0, a)y(1) = 0, b)y(1) = 4

Př́ıklad 36 xy ′ = y ln y , a)y(1) = 1, b)y(1) = e

Př́ıklad 38 x2y ′ = (x − 1)y , y(2) =
√
e



Chladnut́ı kávy
V kuchyni je teplota T0 = 20◦. Za jak dlouho se právě zalitá vroućı
káva ochlad́ı na teplotu T2 = 50◦?
Rychlost ochlazováńı tělesa na vzduchu (tj. změna teploty v čase)
je p̌ŕımo úměrná rozd́ılu teploty tělesa a vzduchu.
Označ́ıme:
čas:t, teplotu v čase t: T (t),

rychlost ochlazováńı v čase :
dT

dt
, konstantu úměrnosti k .
Experimentálně zjǐstěná konstanta k = 0.04

Proces změny teploty v čase popisuje obyčejná diferenciálńı rovnice:

dT

dt
= −k · (T − T0) , T (0) = 100, T (?) = 50 k = 0.04

Řešeńı rovnice lze určit separaćı proměnných.
Řešeńım je funkce T (t), která popisuje proces změny teploty v čase.

T (t) = T0 + Ce−kt , C = T (0)− T0 = 80, T (24, 5) = 50
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