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Algebraické operace s mocninnymi fadami

Soucet a soutin dvou mocninnych ¥ad a sou&in ¥ady s redlnym &islem
jsou definovany stejné jako pro &iselné ¥ady.
Vysledné ¥ady jsou opét mocninné ¥ady.

Necht ¥ady Z a(x — x0)* a Z bi(x — x0)* konverguji k s1(x) a sp(x)
k=0 k=0
na intervalech (xo — Ri,x0 + R1) a (xo — Rz, x0 + R2).
Oznatme R = min{Ry, Rx}.
Soutet dvou ¥ad je definovan jako Z(ak + bi)(x — x0)~.
k=0
Tato fada konverguje k s1(x) + s2(x) na intervalu (xo — R, xo + R).

Soudin dvou ¥ad je definovén jako

00 k
E : k 2 :

Ck(X — Xo) , Ck = ajbk,l.
k=0 j=0

Tato Fada konverguje k s1(x) - s2(x) na intervalu (xo — R, xo + R).



Derivovani mocninnych ¥ad

Necht na I = (xo — R, xo + R) plati : Z ck(x —x0) =s(x) a
k=0
s(x) je diferencovatelna funkce.

o
Potom s'(x) = Z kek(x — x0)7Y, x el
k=1

Derivovani €len po &lenu. Mocninné ¥ady pro derivace se ziskaji
(v intervalu konvergence) derivovanim €len po &lenu.

V krajnich bodech musime konvergenci ovéFit dosazenim.

Pfiklad

oo

1

E xk:1+x+x2+x3+-~-:17 x € (—1,1) (geom. ¥.),
— X

k=0

po derivaci:

= 1

k=1 _ 2 _ _
kgﬂkx =1+2x+3x —|—---—(1_X)2 x € (-1,1),

neni geometricka fada, ale umime urtit soutet Vx € (—1,1)

ok = xS kb= X xe (-1,1)
D



Integrovani mocninnych ¥ad

Necht na | = (—R, R) plati : Z ax® =s(x)  (spojita funkce)
k=0

[t [S et =3 [Cat =3 e
dt th = / ct” = c——, xE€I.
X0 k=0 X0 k=0 S

Integrovani €len po €lenu. Mocninna ¥ada pro integral souttu se
ziska (na intervalu konvergence) integrovanim &len po ¢lenu.
Ptiklad (geometrickd ¥ada s kvocientem —t)

> 1
(-t =1-t4+2-B+...=—, te(-1,1),
) 1+t

integrovénl' ¢len po Elenu:
- k 7k - o X
thdt = -1 thdt = -1
X ) C R S
k=0 meze k=0
—dt In(t+1)[5 = | 1
/o — de= In(e+ 1)l = In(x+ 1)




P¥iklady

oo oo o

E = , geom. ¥ada, E x" = E x"1
v

n—0 n=0 n=1

/ an ldx—Z/ - ldx—n

1 n=1
i1 =1
o/o o dx= [ In(1 - )} =In2, tj.;w In2
> n
Priklad. Urcete soutet fady > -~
Fiklad. Urtete soulet ¥ady ; T
oo / oo o0
° Zx" = an"_l = S XZ " t= X
= 07
n=0 n=1 n=1

. 1 1 /1\"! in i )
rox—=—:.: - n\ = = 5n 71 1y
P 2 24"\2 27 T (1-1y



Taylorova fada

Taylorova véta z diferencidlniho po&tu: Necht f je funkce, kterd
ma derivace aZ do ¥adu n v uzavfeném intervalu /, jehoZ krajni
body jsou &isla x a xg. Pak plati

f'(x0)

1!

f(")(XO)
nl

f(x) = f(x0) + (x —x0) +--+ (x —x0)" 4 Rnt1(x),

kde R,t1(x) je Tayloriv zbytek, pro ktery plati

f(n+1)(§)

Ty Xm0 kde g€ g # x,x

Rn—i—l(x) =

Definice:
Necht funkce ma v bod& xq derivace viech ¥adii. Mocninnou ¥adu

> f(")(XO)
n!

(x = x0)"
n=0

nazyvame Taylorovou Fadou funkce f v bodé& xp .



Taylorovy rozvoje elementarnich funkci (xo = 0)

. F(x0) ... v . L
Koeficienty ¢, = P pocitame pfimym vypoctem.
o0
x xk B 1 1 1 1
=) - 7 = 1+x+s X +§x +—x +ax +...,x€R
o0 2k+1
_ B K X B 1 1
es|n(X)—;)(—1)(2k—i_1)l—X—3|X +§X+ ER
oo 2k
B K X 1 2 1 1 6
o cos(x)_;(—l) 2h)! =1- 51 + x —aX +...,x€eR
Pouziti znamych rozvoju
o e2X
@ cos2x
Q@™

Q@ ™ = cosx +isinx ( Euler)



Piklady

Pouziti vzorce pro soucet geometrické fady
1
4 — 2x
1

34+ 2x
1

1+ x2

2]



P¥iklady (xo = 0)

xp = 0; Rozvineme do ¥ady a uréime interval konvergence.

, ;1
Q f(x) = arctg x (lntegraa T t2>
. .1
Q f(x)=In(1+x) <|ntegraC| T t>
Q@ f(x)=1In <1+§> In(1+4 x) —In(1 — x)
1 o1
Q f(x)= (1 — x)? (derlvaa T x)
Q f(x)= 12 geom.fada

Q f(x)=sin’x= %(1 — cos 2x)



P¥iklady (xo = 0), vyuZiti ndsobeni ¥ad

Sin X
o () =tglx)  tal)= 2
Koeficienty ¥fady uréime porovnanim koeficientil levé a pravé strany rovnosti ¥ad.
tg(x) = oo + cax + ox® + x> + . ..
cos(x)zl—é—i—i—?—i—... sin(x):x—g—i+...
cos(x) - tg(x) = (1—%2—1—%—&—...) (co+ax+ex®+ax®+...)
= C0+C1X—|-C2X2+C3X3+...

Co (&}
B v
2 2

= cos(x)tg(x) =sinx

sin(x) = X 3 +...
Sogstava rovnic:

X’ q =0
X: =1
X2 -9 =0
2 a-9 = %



Aplikace

@ priblizny vypocet (funk&nich) hodnot

N1 Yo
°e= V=D om

n!
k=0 k=0
o m = 4arctg(1)

@ vypocet urditych integrali

R i
sin ¢ Cfdnx x£0
o/o—dt f(x)_{ T xlo
1 2
° e~ dx
O1/2
t
. arctgx dx

0 X

12 4
° / dx
0 1 +X4

1
@ vypocet limit nap¥. lim (x — x?1In <1 + >>
X—00 X

o pfiblizné FeSeni diferencialnich rovnic 13. nebo 20.11.




Fourierovy fady

Aproximace periodické funkce trigonometrickym polynomem.
P¥ipomenuti

/cosk7LrX dx = L sinkﬂ—FC

km L
kmx L kmx
/SlnL dX 7% COST+C
xcosk dx— | u=x dv =cos K% dx |
L du=dx v= kL sin ’”LFX o
_ kﬂ'X / _ k7rx y L kmx N L2 kmx
= —xsin— — [ —sin ——dx = —xsin
x5| Si Ix = k7rX Si 1 122 cos [

sinkm = 0; coskm = (—1)k
liché &islo : (2k — 1),k € N, sudé &islo: 2k

sin(2k — 1)% = (=1)%;  cos(2k — 1)% =0



Fourierova ¥ada periodické funkce f(x)

Periodicka f(x) s periodou p = 2L je zadand na intervalu (—L, L)

- k k
f(x) = % +Zakcosix + by sin ix, kde

— L L
1 ; 1 L k 1 ; k
. X : X
ap = L/f(x)dx, ag = L/f(x)cosL7 by = L/f(x)smL
=/ —L L

V prlpadé Ze:

f(x) je licha funkce, ax =0,k =0,1,...

f(x) je suda funkce, by =0
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