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3 Mocninné řady



Č́ıselné řady: pokračováńı

Č́ıselné řady s kladnými členy
d’Alembertovo kritérium

Alternuj́ıćı řady
Leibnitzovo kritérium

absolutńı a relativńı konvergence



Limitńı d’Alembertovo kritérium

Necht’
∞∑
n=1

an je řada s kladnými členy.

Existuje-li

lim
n→∞

an+1

an
= q, 0 ≤ q ≤ ∞,

potom v p̌ŕıpadě, že

q < 1,
∞∑
n=1

an konverguje

q > 1,
∞∑
n=1

an diverguje

q = 1 o konvergenci řady nelze t́ımto kritériem rozhodnout



Př́ıklady (d’Alembertovo kritérium)
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∞∑
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∞∑
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∞∑
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5n
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∞∑
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∞∑
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n!
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∞∑
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3n
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Absolutńı a neabsolutńı konvergence

Definice. Řekneme, že

řada
∞∑
n=1

an je absolutně konvergentńı, pokud řada
∞∑
n=1

|an| konverguje.

Konvergentńı řada
∞∑
n=1

an je neabsolutně konvergentńı, pokud řada

∞∑
n=1

|an| diverguje, tj.

řada konverguje relativně když řada
∞∑
n=1

|an| diverguje,

ale řada
∞∑
n=1

an konverguje.

Je-li řada
∞∑
n=1

an absolutně konvergentńı, je rovněž konvergentńı.



Alternuj́ıćı řada a Leibnitzovo kritérium

Leibnitz:
Necht’ pro posloupnost {an} plat́ı:
∀n ∈ N : an ≥ 0, ∀n ∈ N : an+1 < an, lim

n→∞
an = 0.

Potom řada
∞∑
n=1

(−1)nan je konvergentńı.

Odhad chyby:

Pro alternuj́ıćı řadu plat́ı:
∞∑

k=n+1

(−1)kak ≤ an+1



Př́ıklady (alternuj́ıćı řady)

∞∑
n=1

(−1)n

n
Leibnitzova řada

řada z absolutńıch hodnot:
∞∑
n=1

1
n : diverguje

posloupnost { 1
n} je nerostoućı, lim

n→∞
1
n = 0

řada konverguje relativně
s4 = −1

1 + 1
2 −

1
3 + 1

4 = − 5
12 , |R4| ≤ 1

5
∞∑
n=1

(−1)n
2n

(n + 1)!

řada konverguje absolutně
s3 = −1

2 + 4
6 −

8
24 = −1

6 |R3| ≤ 24

5!
∞∑
n=1

(−1)n
n√

n(n + 1)
diverguje



Shrnut́ı
Vztah absolutni konvergence a konvergence:
an ≥ 0: AK ⇔ K an ∈ R: AK ⇒ K
Aritmetické operace s řadami:
operace stač́ı, když
násobek konstantou řada konverguje
asociativita (uzávorkováńı) řada konverguje
součet, rozd́ıl obě řady konverguj́ı
p̌rerovnáńı (komutativita) řada konverguje absolutně
násobeńı dvou řad obě řady konverguj́ı, alespoň jedna z nich KA
Geometrická řada

součet geometrické řady
a

1− q
= a

∞∑
k=0

qk , |q| < 1

Leibnitzova řada
∞∑

k=n+1

(−1)kak ≤ an+1

Dirichletova řada
∞∑
n=1

1

na
konverguje pro a > 1



Řady funkćı

Řady funkćı :
∞∑
k=0

fk(x)

Mocninné řady:
∞∑
k=0

ck(x − x0)k

Taylorovy řady:
∞∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x − x0)k



Mocninné a Taylorovy řady
Mı́sto č́ıselných posloupnost́ı uvažujeme posloupnost funkćı.
Necht’ {fk(x)}k∈N∪{0} je posloupnost funkćı, definovaných na
množině E ⊆ R.

∞∑
k=0

fk(x) nazýváme řadou funkćı.

Obor konvergence řady funkćı je množina O : x ∈ E ⊆ R,
pro něž je řada funkćı konvergentńı, tj. existuje vlastńı limita
posloupnosti částečných součt̊u. Tuto limitu, nazývanou

součtem řady znač́ıme s(x), s(x) =
∞∑
k=0

fk(x), x ∈ O.

Speciálńı p̌ŕıpad řad funkćı: mocninné řady.
Posloupnost funkćı fk(x) = ck(x − x0)k , (x0, ck ∈ R)
Speciálńı mocninná řada: Taylorova řada funkce,

ck =
f (k)(x0)

k!



Struktura oboru konvergence mocninné řady

Mocninná řada:∑
k=0∞

ck(x − x0)k , x0 je sťred konvergence

Pro každou mocninnou řadu nastává právě jedna ze ťŕı možnost́ı:

1 řada konverguje pouze pro x = x0;

2 řada konverguje absolutně pro všechna x ∈ R;

3 existuje kladné č́ıslo R takové, že řada konverguje absolutně
pro |x − x0| < R a diverguje pro |x − x0| > R

Č́ıslo R je poloměr konvergence mocninné řady;

Interval I = (x0 − R, x0 + R)

je interval konvergence mocninné řady.
(dodefinujeme R = 0 pro 1. a R =∞ pro 2. p̌ŕıpad )



Určeńı intervalu konvergence: d´Alembertovo kritérium

1

∞∑
k=1

(−1)k−1 x
k

k
, x0 = 0,R = 1

2

∞∑
k=0

(−1)k
x2k+1

2k + 1
, x0 = 0,R = 1

3

∞∑
k=0

xk

k!
, x0 = 0,R =∞

4

∞∑
k=0

k! · xk , x0 = 0,R = 0

5

∞∑
k=0

(x − 4)3k

8k(k + 1)
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6

∞∑
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(−1)k
(x + 2)2k
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Chováńı řady v krajńıch bodech intervalu konvergence
Dosazeńım x = x0±R do mocninné řady dostaneme (2) č́ıselné řady.

1

∞∑
k=1

(−1)k−1 x
k

k
, x0 = 0,R = 1

1 x = −1:
∞∑
k=1

(−1)k−1 (−1)k

k
=
∞∑
k=0

− 1

k
diverguje

2 x = 1:
∞∑
k=1

(−1)k−1

k
konverguje relativně

2

3

4

5

∞∑
k=0

(x − 4)3k

8k(k + 1)
, x0 = 4,R = 2

1 x = 2:
∞∑
k=0

(2− 4)3k

8k(k + 1)
=
∞∑
k=0

(−1)k

(k + 1)
konverguje relativně

2 x = 6:
∞∑
k=0

1

(k + 1)
diverguje



Konvergence mocninné řady: ”vzorové řešeńı”

Př́ıklad. Určete interval I konvergence mocninné řady
∞∑
k=0

(−1)k
(x + 2)2k

4k (2k + 1)
.

Uved’te sťred konvergence x0 a poloměr konvergence R.
Pomoćı d’Alembertova kritéria urč́ıme interval absolutńı konvergence:

lim
k→∞

∣∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣∣ = lim
k→∞

(x + 2)2

4

2k + 1

2k + 3︸ ︷︷ ︸
→1

=
(x + 2)2

4

lim
k→∞

∣∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣∣ < 1⇔ |x + 2| < 2⇒ x0 = −2, R = 2, I = (−4, 0)

Vyšeťrete konvergenci dané řady v krajńıch bodech intervalu I .

x1 = −4:
∞∑
k=0

(−1)k
(−4 + 2)2k

4k (2k + 1)
=

∞∑
k=0

(−1)k
(−2)2k

4k (2k + 1)
=

∞∑
k=0

(−1)k
4k

4k (2k + 1)

x1 = 0:
∞∑
k=0

(−1)k
(2)2k

4k (2k + 1)
=

∞∑
k=0

(−1)k
4k

4k (2k + 1)
=

∞∑
k=0

(−1)k
1

2k + 1

jsou to stejné č́ıselné řady (kdyby byly r̊uzné, tak pro každou zvlášt’)
absolutńı konvergence : NE (srovnáńı s harmonickou řadou, která diverguje)

relativńı konvergence: ANO (Leibnitzovo krit.:
1

2k + 1
je klesaj́ıćı, lim

k→∞

1

2k + 1
= 0).

Zapǐste intervaly, v nichž řada konvegruje absolutně a intervaly, v nichž diverguje.
Uved’te p̌ŕıpadné body x , v nichž řada konverguje relativně.
AK : x ∈ (−4, 0), D : x ∈ (−∞,−4), x ∈ (0,∞), KR : x = −4, x = 0
Znázorněte na č́ıselné ose.
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