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Uvodni informace

Olga Majlingova : UTM, Karlovo ndm., budova D, 204,
olga@majling.eu http://olga.majling.eu

@ konzultace:

e e-mailem kdykoliv,
e konzulta¢ni hodiny: stfeda 14:15-15:45,
@ Vv jiném Case — po predb&Zné domluvé e-mailem
@ web: http://mat.fs.cvut.cz odkaz Matematika Ill

Informace k predmétu

@ sledujte informace a e-maily!

Podminky udéleni zapottu:
Domaci tkoly odevzdané

@ viechny (min. 8)
@ spravng (min. 80%)

@ vdas



Organizace predmétu
o Prednasky
@ Cviceni navazuji na prednasky
na cvi¢eni je vhodné mit s sebou poznamky z pfednasky
na otdzku miZu se zeptat? je vzdy odpovéd ANO!
Tématické okruhy:
@ Rady

@ Diferencidlni rovnice

Literatura
1 S. Cipera: Redené p¥iklady z Matematiky 3. Nakladatelstvi CVUT.

2 L. Herrmann: Obycejné diferencidlni rovnice. Rady. Komentované
pfedndsky pro pfedmét Matematika Ill. Nakladatelstvi CVUT 2006.

3 L. Herrmann: Fourierovy ¥ady. Nakladatelstvi CVUT 2006.
4 http://mat.fs.cvut.cz/wp-content/uploads/2012/01/M3zkpr.pdf
Zkouska: pisemna, 4 ptiklady po 25 bodech.

Zkouskové obdobi za&ina 6. ledna.
Pted zkouskou je nutné ziskat zapocet.



Posloupnosti a Ffady

@ posloupnost:

{ak}iozl = {31,32, 000 ,}
@ fada:

&)
Zak:al+a2+a3+...
k=1

Otézky:

o Jak setist nekonetnou (p¥esn&ji spotetnou) mnoZinu Zisel?

o Plati pro nekonecné soutty podobné zakony jako pro koneéné
soutty( zakony distributivni, asociativni a komutativni)?

o Jaké operace miZzeme provadét s Fadami?

Pojmy
@ lastecné soulty Fady

S1=a,S=a;+a,...,si=a1+a+- -+ a;
@ posloupnost &aste¢nych soucti

{sn}ne1



Konvergence fady

Definice

Je—li posloupnost &astetnych souttii {s,} konvergentni,
tj. existuje—li vlastni limita

lim s, =S,
n—oo

fada konverguje (resp. konverguje k S).
Neexistuje—li vlastni limita, fada diverguje.

S S Yada konverguje k S
. > oo Fada diverguje k co
n||—>ngo =) —xo = ; kT —oo Yada diverguje k — oo

neexistuje Fada osciluje



Priklad 1

> = 1 =1 1
EZ: k;kkﬂ):;k_kﬂ

Posloupnost

(a1} 1117 _J11 T
kS k=1 k k+1 k:1_ 2767"' DA:

N | S
Posloupnost } — 7
T T ;

1 &
lim a, = lim — — =0 oz2r,
k— o0 k—oo k k + 1 01
Posloupnost ¢asteénych soucti ol e
1 1 1 1 0 10 20 30 40 50 60
k
S S==,%9S==+(=z—= g
2’ 2 2 3 i ———
09
Sn_lin—l—l Ll -
) 0.7 r.
lim s, = lim 1— =B *er
n— oo n—o00 n—+ 1 05 .
0 10 20 30 40 50 60

D ak=lim s, =1 = Yada konverguje k 1.
n—oo

11



Priklad 2

o0

> a=2 (-1
k=1

k=1

oo
Posloupnost {ax}72; = {(—l)k}k = {-1,1,-1,1,...},
lim ay neexistuje -
k—00

Posloupnost &aste¢nych souéta = {0,1,0,1,...}

L[ 0 sudén
"7 1 =1 liché n

lim s, neexistuje (v&ta o vybrané posloupnosti) = ¥ada osciluje.
n—oo




Harmonicka fada

M2
x| =

k=1
S = 520 = 1
S= S5 = 1+%
S4= Sp = S+i+: > S+20} = 1+2-1
Ss= Sy = Si+t+it+i+l > s+4-l > S+3414 = 1+ 3
Son = Spn1 -t 3w > Spe1t s > > =1+12
n—1 n
Son >S5 +——=1+ 2
2 2
{5,}52; je rostouci, tedy ma limitu bud’ vlastni nebo +oo,
stejnou, jako vybrana Sp»
[o.@]
_ n . 1 . .
lim 1+- =400 = lim S» = g — diverguje k oo
n—oo n—o00 k



Nutna podminka konvergence

Véta

Zak konverguje = lim a, =0

k—o00
k=1
OBRACENE NEPLATI

Ptiklady

o0 o0

k2
> o1 Z;
k=1 k=1
lim K = Ffada dive e li 1 =0, ALE vada d
— r Ivergu m — = ¥ iverguj

ke 2k 41 2 guj ’ GRS

k—oo k



Geometricka fada: konvergUJe7 Jaky ma soudet?

ata-gt+a-¢+--+aq+- —Zaq -t Zaq —an, a#0,g#0
k=1

@ g=1: lim a, = lim a= a# 0= ¥ada diverguje.
k— 00 k—o0

e 9) oo
g = —1: fada Za-(—l)kil: Z ~1 osciluje
k=1 -1
® [q] #1:
sn=a+a-q+a-g+---+a-q" r=a(l+q+q+---+q"")
_ 1—q 1—q” 1—4qg"
1 2 n—1 = =
a( +q9+q +---+q ) 1-q 1—q S al—q

lg| > 1: lim q":{ i , lim sn:i-(l— lim q”),div.

n—o00 neex. n—o00 1-— q n—o00

g/ >1: lim ¢"=0= lim s, =
n—o00 n—o00 1_q

o0
Ly _ . a .
Geometrickd ¥ada E a- g*! konverguje k g Pi lg] <1
—q
k=1




Geometricka ¥ada

oo
Geometrickd ¥ada a-g"! konverguje k 2 pFi |g| < 1
guje k T—
k=1

7 T a .
To také znamend, Ze 1 pro |g| < 1 lze aproximovat

kone&nym souttem a (1 + q + @+t q").

Ptiklad. Pro kterda x € R je 1 2

souttem geometrické ¥ady?

Jaké ¥ady? Napiste soucet prvnich 5 €lendl této Fady.



Priklad
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Algebraické operace s fadami (s kladnymi &leny)
Soucet konvergentnich ¥ad

Veta
Z ak, Z by jsou konvergentni a maji soutty s, t=
k=1 k=1 . ,
> (ak + bk) konverguje a plati > (ax + bk) = s + t.
k=1 k=1
ALE z konvergence Y (ax + bx) NEPLYNE konvergence 3~ ax, . bk.
k=1 k=1 k=1
Viz pf¥iklad 1:
1 Zl ! ALE ild'e je i e
— - — — diverguje, —— divergu
2k k1 £y SVERHS Ly YRR

Pouze v p¥ipadé konvergentni fady smime sdruZovat ¢leny do zavorek.
Viz ptiklad 2:

Zak Z (-D)f=1-141-1+1---#

k=1

TNk = O



Nasobeni fady &islem

\ég“:ta: -
> ak konverguje, pe R (p#0) < > p-ak konverguje
k=1 k=1

o0 o0
aplati: Y prax=p > a
k=1 k=1



Piklady

k=0 k=0 k=0
3) 1-2/3 2 1-1/2
k=0 k=0

k=0
0k k
3 +2
° Z 6k
k=0
0k k
3¥+2
° Z 6k
k=1
oo (o0}
k k+2
o Vite-li, Ze Z ok = 2, urlete Z ;



Kritéria konvergence

Limitni d"Alembertovo kritérium
Limitni srovnavaci kritérium

IntegralIni kritérium

... mnoho dalSich



Integralni kritérium

o0
° Z a, je fada s kladnymi &leny,

n=1
@ funkce f(x) je nerostouci v intervalu (m, c0), m € N
@ af(k)=ak, k=mm+1,...

e e8]
Potom ¥ada Z a, konverguje < konverguje / f(x) dx
oon:1 - (o
Fada Z a, diverguje < diverguje / f(x) dx
n=1 m
P¥iklad: harmonicka ¥ada: i = i l funkce f(x) = 1 m=1
n x’
n=1 n=1
o [e.¢] 1
/ f(x)dx:/ —dx= lim Inx =00
1 1 X X— 00
Pt¥iklad: Dirichletova ¥ada: n= —, funkce f(x) = —, m=1
Fiklad: Dirichletova ¥ada Za Z o funkee (x) Pl

n=1 n=1

e} [e%¢) 1 Xl—a
/ f(x) dx = / — dx, a#1,= lim
1 1 Xx@

x=o0l—a




Limitni d'Alembertovo kritérium

o0
Necht Zan je fada s kladnymi €leny.

N
Existuje-li

potom v pfipadé, Ze

qg<l,

qg>1,

g=1

o0
Z an konverguje

n=1
[S)

Z an diverguje

n=1
o konvergenci fady nelze timto kritériem rozhodnout



P¥iklady (d'Alembertovo kritérium)

0 )
@ > ap= o
n=1 n=1
’ a,,+1_| n+1.27”:1II n—l—lzl 1
n—oo  ap n—oo 2 .20 n 2n—=0c0 n 2

Fada konverguje

n=1 n=1
3 H+1 23 1 3n+4 1
lim dml _ lim (n;’— )n+ 2 i n — <1
n—oco  ap n—oo 23 .23 3n+1 ﬁ o 3n+1 V2
Fada konverguje
0o oo on
o dpn =
Z n Z (3n41)3n
n=1 n=1
oo oo 5n
° D =) %
n=1 n=1
o0 oo

oZan:ZZ"Z—i Zan 23"

n=1 n=1 n=1



Limitni srovnavaci kritérium

o0 o0
Necht'Za,,aZb,,, an>0, b,>0al lim %ZCER*

n— o0 n

n=1 n=1

Necht ¢ € (0,00) (limita je vlastni a nenulovad),
potom

o0 o0
Z a, konverguje pravé kdyz konverguje Z bp,.

n=1 n=1
oo o0
Necht ¢ = 0. Potom konverguje-li Z b,, konverguje i Za,,.
n=1 n=1
o0
Necht ¢ = co. Potom konverguje-li "7 | a,, konverguje i Z bn.

n=1



Limitni srovnavaci kritérium

Necht'ZanaZb,,, an>0, bp>0al lim ?:CGR*

n—oo n

n=1 n=1

Necht ¢ € (0,00) (limita je vlastni a nenulovad),
potom

o0 oo
Z an konverguje pravé kdyz konverguje Z bp.

n=1

n=1

Nékdy srovnavame s Dirichletovou fadou

> 1 a > 1 konverguje
21 by = Zl ne ! SCRIIDE { a <1 diverguje
n= n=

VIME, e

5
<o °H _ N X ...
axt + 4. P {=m pF. lim,_c 20
lim ———— = 0 Vil <m pf. lim et —
=00 dpX™ + ... Pri P Moo 2at..
oo pHL>m pf lim, o R

8 O Nlw



P¥iklady (limitni srovndvaci kritérium)

o o0 > o o0 1 .
L Y an= 3 w3 > by = > =5 Yady konverguji
n=1 n=1 n=1 n=1
2 ap = = = Yady diverguji
2 n
n=1 n:l n +2n+3 n:l n:]_ n
o0 oo
ViFl
3 ap = LRs
nz—:l ! nz::I Vit ntl
4 Y an=) F=
5
n=1 n=1 V7Tl
o] o0
_ ¥/n
5 X an=2 minve

3
Il
=
3
Il
—



Absolutni a neabsolutni konvergence

Definice. Rekneme, Ze

o0 (o]
Fada Zan je absolutn& konvergentni, pokud ¥ada Z |an| konverguje.

n=1 n=1
oo

Konvergentni ¥ada Z a, je neabsolutné konvergentni, pokud fada

n=1
o0
Z |an| diverguje, tj.
n=1
o0
fada konverguje relativné kdy? ¥ada Z |an| diverguje,
n=1

o0
ale ¥ada E a, konverguje.

n=1
o0

Je-li Yada E a, absolutné konvergentni, je rovnéz konvergentni.

n=1



Alternujici Yada a Leibnitzovo kritérium

Leibnitz:
Necht pro posloupnost {a,} plati:
VneN:a,>0, VneN: a1 <ap, lima,=0.
n—oo
o
Potom ¥ada Z(—l)”an je konvergentni.
n=1

Odhad chyby:

o
Pro alternujici ¥adu plati: Z (—1)kak < api1
k=n+1



P¥iklady (alternujici ¥ady)

oo_ln
,Zl()

Leibnitzova ¥ada
n
Fada z absolutnich hodnot: ZIE . diverguje
n=
posloupnost {%} je nerostouci,

lim ,17 =0
n—o00
Fada konverguje relativné
s=F+i-ri=—p |Rl<]
> D
° ) (1)
— (n+1)!
fada konverguje absolutné
4
s=-3ts-m="5 IRISE
> n
° > (-1
— n(n+1)

diverguje



Operace s konvergentnimi fadami

@ Nasobeni nenulovym ¢&islem

o0
Necht ¢ € R, ¢ # 0. Potom plati ) _ a, konverguje, prav& kdy?

Z £a, konverguje. P¥itom plati Z Eap, = fz an.
n=0 n=0 n=0

@ Soutet konvergentmch fad

Necht Zan an jsou konvergentni ¥fady. Potom Z an—+ by)
n=0 n=0 n=0

oo oo
konverguje a plati Z(an + b,) = Z an + Z an
n=0 n=0 n=0

@ PFerovnani fad Je li Yada absolutn& konvergentni, miizeme ji
prerovnat (p¥eusporadat ¢leny ¥ady), pfeuspofddand Yada
konverguje absolutné a ma stejny soucet.



Soudin ¥ad
oo o0
Definice: Cauchyovym soucinem fad Zan a Z by, budeme

n=1 m=1

ST

k=1

rozumét fadu

[e.e] oo
Mertens Necht ¥ady Z ap a Z by, konverguji, p¥icemz aspoii
. . n=1 m=1
jedna z nich absolutné. Potom

5 (35em) = () (55

Abel Necht fady > 021 a, a > o, bm konverguji a jejich
Cauchyliv soutin je také konvergentni fada. Potom plati

> (Ran) = (5o) (S0)



Shrnuti

Vztah absolutni konvergence a konvergence:

an > 0: AK & K ap, € R: AK = K
Aritmetické operace s Fadami:

operace sta¢i, kdyz
ndsobek konstantou fada konverguje
asociativita (uzdvorkovani) fada konverguje
soucet, rozdil obé Yady konverguji
prerovnani (komutativita) Fada konverguje absolutn&

nasobeni dvou ¥ad obé ¥ady konverguji, alespori jedna z nich KA
Geometricka fada

(0.0
iy a
soulet geometrické Fady = az q“, g <1
l-gq
k=0
(o]
Leibnitzova fada Z (—l)kak < api1
k=n+1
1
Dirichletova Fada Z — konverguje pro a > 1
na

n=1
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