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Uvodni informace

Olga Majlingova : UTM, Karlovo ndm., budova D, 204,
olga@majling.eu MS Teams (chat)

@ web: http://mat.fs.cvut.cz odkaz Matematika Ill
Informace k predmétu

@ sledujte informace a e-maily!

Podminky udéleni zapoctu: pfiklady v moodle
https://moodle-vyuka.cvut.cz/course/view.php?id=8174

odevzdané
@ viechny
@ spravné na v ("zelenou fajfku”)

@ vdas
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Organizace predmétu
o Prednasky
o Cviceni navazuji na predndsky
na cviéeni je vhodné mit s sebou poznamky z pfednasky
na otdzku miZu se zeptat? je vzdy odpovéd ANOQ!

Tématické okruhy:
Q Rady
@ Diferencidlni rovnice
Literatura
1 S. Cipera: Redené p¥iklady z Matematiky 3. Nakladatelstvi CVUT.

2 L. Herrmann: Obycejné diferencidlni rovnice. Rady. Komentované
pfedndsky pro pfedmét Matematika Ill. Nakladatelstvi CVUT 2006.

3 L. Herrmann: Fourierovy ¥ady. Nakladatelstvi CVUT 2006.
4 http://mat.fs.cvut.cz/wp-content/uploads/2012/01/M3zkpr.pdf

Pted zkouskou je nutné ziskat zapocet.
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Posloupnosti a Ffady

@ posloupnost:

{ak}iozl = {31,32, N ,}
@ fada:

&)
Zak:al+a2+a3+...
k=1

Otézky:

o Jak setist nekonetnou (p¥esn&ji spotetnou) mnoZinu isel?

o Plati pro nekonecné soutty podobné zakony jako pro koneéné
soutty( zakony distributivni, asociativni a komutativni)?

o Jaké operace miZzeme provadét s Fadami?

Pojmy
@ lastecné soulty Fady

s1=a,S=a;+a,...,si=a1+a+- -+ a;
@ posloupnost &asteénych soucti

{sn}ne1
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OPAKOVANI
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Geometricka posloupnost

Posloupnost (redlnych ¢isel) {a, a-q, a-q¢%, a-q3,...,a-q",...}.
an+1
dn4+l1 = dn - 4, an:a'qnv q= P neN
n

P¥iklad: které z posloupnosti jsou geometrické?
Jaky je jejich kvocient (q)?

a) {n+3}°° 2 {35;}:0_1

5 n=1
- n+2\%
b) {1—[7}”:1 d) {n+1}
n=1

Soucet prvnich n ¢len geometrické posloupnosti
s,,:a—l—aq—i—aq2+~-+aq -
q-sn= aq+ag’+---+aq"

sn(l—q)=a(l-q") = SnZQ'ﬁ, q#1

vyndsobime g a odecteme
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Limity

Limita podilu (g)

PouZivdme dpravu: &itatel a jmenovatel zlomku vydé&lime nejvy$8i mocninou jmenovatele.

= pro r=s
L asn®+as_in® 144 g 0 pro r>s
I|—>mbr b r—1 4 +b: +oo pro r<s
n « e
o0 rn + r_]_n 0 +OO : aSbr > 0
—00:ashy <0
+o0 pro g€ (1,00)
f . 1 pro g=1
I n_
SR 0 pro ge(-11)
neex. pro qE(—oo,-l)




Limita

" 100”

n—o0

a#0,a+# too,

a#0,a# too,

a#0,a# too,

a#0,a# too,

1 n
lim (1 + =] =e (zndm3 limita)
n
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Konvergence

Fady
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Konvergence fady

Definice

Je—li posloupnost &astetnych souttii {s,} konvergentni,
tj. existuje—li vlastni limita

lim s, =S,
n—oo

fada konverguje (resp. konverguje k S).
Neexistuje—li vlastni limita, fada diverguje.

S S Yada konverguje k S
. > oo Fada diverguje k co
n||—>ngo =)~ = ; kT —oo Yada diverguje k — oo

neexistuje Fada osciluje
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Geometricka fada: konverguje? Jaky ma soulet?

n=0

o0 oo oo
a+a.q+a.q2+...+a.q"+..‘:Za.q"*1:Za~q":an",a;ﬁ0,q;ﬁ0
n=1 n=0

@ g=1s,=a-n, lims,=a lim n= oo = fada diverguje.

n— o0 n—oo
@ g=—-15s,= 0 prosudé n lim s, neexistuje
=7 =9 a4 pro liché n 7 nooo ™" )
o0 o0
fada Za- (-1)"= aZ(—l)” osciluje
n=0 n=0

° |g|#1:|s,=a

. lim sn:i-(1— lim q")
1-gq

1— q n— o0 n— 00

(o]
. +o0 . . .
lg| > 1: nILrgo q" = { neex. Fada E a- q" diverguje
n=0
lgl <1: Iim ¢"=0= lim s, = 2
n—oo n—oo 1-— q

[ee]
i . a
Geometrickd ¥ada E a- q" konverguje k 1o Pi lg] <1
—q
n=0

oM



Geometricka ¥ada

Geometrickd ¥ada Z a- q" konverguje k 2 pri |g| < 1
n=0 1- q

‘ x a .
To také znamend, Ze 1 pro |g| < 1 Ize aproximovat

kone¢nym souttem a (1 + g+ ¢+ -+ q").

2
Ptiklad. Pro kterd x € R je 1

Jaké ¥ady? Napiste soulet prvnich 5 élenﬁ této Fady.

2 a _i
s

souttem geometrické ¥ady?
X

a
= =a=2,qg=x;
1—x 1—gq a=x 1—q\/ Zq

lg)<t =0
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Opakovani: Tayloriiv polynom
Taylorova véta
Necht je funkce, kterd ma derivace aZ do ¥adu n v uzavieném
intervalu /, jehoz krajni body jsou ¢&isla x a xg.
Pak plati

"(x (") (x
f(X):f(Xo)+ fg-!O)(X—XO)"i‘"’"’_fn(!O)

(x = x0)" +Rnt1(x),

Th(x)
kde Rn1+1(x) je "zbytek”, pro ktery plati

Fr(g)

D X0 ke £e 6 # X0

Rnt1(x) =

Th(x) = co + c1(x — x0) + c2(x — xo)2 + - 4 en(x —x0)"

To(x) =) alx—x)< o=

k=0

f(k)(XO)
k!
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P¥iklad —— — _2Zx

Aproximace 1 koneénym souétem (oo = N). ([x] <1)
N
° N:2:2Zx":2(1+x+x2)
n=0
N
° N:6:22x":2(1+x+x2+x3+x4+x5+x6)
n=0

Aproximace funkce

f(x) = 12, f(0) =2, =2
fl(X) = (13X)27 fl(o) = 27 =
f”(X) = (12_>2( 3 f”(o) =22, Q= 22*|2 =2

f”’(x) — 12;2;()47 f”/(O) =2.2.3, = 2A32!.3 -2
F®(x) (l'ii')‘;, fH0)=2-2-3-4, ¢=2Z34=72
FO(x) = 55 fO0)=2-5, =2"=2
FOx) = &5 FO@O)=2-6! =3"=2
2
@ N=2:Tax)=2(1+x+x?) :2ZX"
n=0

6
@ N=6: Tﬁ(X):2(1+X+X2+X3+X4+X5+X6):2ZXH

n—0

Taylorovym polynomem stupné& N se stfedem v bodé xg = 0.



P¥iklad: aproximace kone¢nym souétem (n = 2,4,6,8,10)

2 N
171%2-21
20 -
15
10 - — soucet fady
n= 2
n= 4
n= 6
n= 8
n=10
51
ol




Nutna podminka konvergence

Véta
Zak konverguje = lim a, =0
k—00
k=1
OBRACENE NEPLATI !
Ptiklady
o0 o0
k2
> o1 Z;
k=1 k=1
lim K2 = Ffada dive e li 1 =0, ALE vada d
— r Ivergu m — = ¥ iverguj
ke 2k 41 2 guj ’ ada diverguje

k—o0 k
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Priklad

k=1 k=1 k=1
Posloupnost b5 voluw}- gy
oD -y S S
k=17 — 1 1 =49=, =, I
k k+1 k=1 2'6 J . 03
1 1 02f
lim ax = lim = — —— = ]
k=00 k—oo k  k+1 o1 .
0 - s i i .
Posloupnost ¢asteénych soucti o g mel 4y g en e
1 1 1 1 1 méti 1 — 1o
S1=5,% =7 ——=1,...
2 7 2 2 3 7 09
Sp = 1-— xu.s— &
n + 1 0.771
06
. . 1
nll>moo = nli)moo 1- n+1 =1 0 10 20 30 40 50 60 70 80

n—oo

o0
Z ax = lim s, =1 = ¥ada konverguje k 1.
k=1
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Algebraické operace s fadami (s kladnymi &leny)
Soucet konvergentnich ¥ad

Veta
Z ak, Z by jsou konvergentni a maji soutty s, t=
k=1 k=1 , i,
>~ (ak + bk) konverguje a plati > (ax + bk) = s+ t.
k=1 k=1
ALE z konvergence Y (ax + bx) NEPLYNE konvergence 3~ ax, Y. bx.
k=1 k=1 k=1
Viz pt¥iklad 1:
1 Zl ! ALE ild'e je i L diversuje
= - — — diverguje, —— divergu
2k k1 L R S B

Pouze v p¥ipadé konvergentni fady smime sdruZovat ¢leny do zavorek.
Viz ptiklad 2:

Zak Z (-1)f=1-14+1-1+1...#

k=1

TNk = O
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Nasobeni fady &islem

\ég“:ta: -
> ak konverguje, pe R (p#0) < > p-ak konverguje
k=1 k=l o
aplati: Y. p-ax=p
k=1 k=1

ak

oM



P¥iklady (geometrickd Yada)

R e () s (2)

k=0 . =0 k=0 .
Z"" 2> 1 ZOO <1 1
s 3 1—2/3 pars 2 1—1/2

k=1

=k
o Vite-li, %e Z o =
k=1
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Kritéria konvergence

Limitni d"Alembertovo kritérium
Limitni srovnavaci kritérium

IntegrdlIni kritérium

... mnoho dalSich
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Integralni kritérium

° Z a, je fada s kladnymi &leny,
n=1

@ funkce f(x) je nerostouci v intervalu (m, o), m € N

o f(k)=ay, k=mm+1,...

Potom ¥ada Z ap konverguje < konverguje / f(x) dx
n=1 m
fada Z a, diverguje < diverguje / f(x) dx
n=1 m
PF¥.. h icka ¥ad n=) —. funkce f(x) = -, m=1
F.: harmonickd Yada ;a ; . funkee (x) o m
o0 oo 1
/ f()dx—/ fdx—lim Inx = o0
- 1 - 1 X—r 00
PY.: Dirichletova fada » a, = Z , funkee f(x) = 7, m=1a+#1
n=1 n=1

o F(x) dx = <1 a>1 konverguje
1 )1 x« Xx—00 a <1 diverguje om



Integralni kritérium

. Priklady
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Limitni d'Alembertovo kritérium

o0

Necht Zan je ¥ada s kladnymi €leny.
n=1

Existuje-li

potom v pfipadé, Ze

oo
qg<l, Za,, konverguje

n=1
[S9)

qg>1, Za,, diverguje

n=1
g=1 o konvergenci fady nelze timto kritériem rozhodnout



P¥iklady (d'Alembertovo kritérium)

0 )
@ > ap= 35
n=1 n=1
’ a,,+1_| n+1.27”:1II n—l—lzl 1
n—oo  ap n—oo 220 n 2 n—=0c0 n 2

Fada konverguje

n=1 n=1
3 H+1 23 1 3n+4 1
lim dml _ lim (n;’— )n+ 2 i n — <1
n—oco  ap n—oo 23 .23 3n+1 ﬁ 00 3n+1 V2
Fada konverguje
00 ) on
o dpn =
Z n Z (3n+1)3n
n=1 n=1
oo oo 5n
° D =) %
n=1 n=1
o0 oo

oZan:ZZ"Z—i Zan 23"

n=1 n=1 n=1



Limitni srovnavaci kritérium

o0 o0
Necht'Za,,aZb,,, an>0, b,>0al lim %ZCER*

n— o0 n

n=1 n=1

Necht ¢ € (0,00) (limita je vlastni a nenulova),
potom

o0 o0
Z a, konverguje pravé kdyz konverguje Z b,.

n=1 n=1
o0 o0
Necht ¢ = 0. Potom konverguje-li Z b,, konverguje i Za,,.
n=1 n=1
o0
Necht ¢ = co. Potom konverguje-li "7 | a,, konverguje i Z b

n=1
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Limitni srovnavaci kritérium
o0 oo
i . an
Necht ap a b,, a,>0, b,>0a| lim —=ceR"
Y ana ) by an>0, by > -

n—oo n

n=1 n=1

Necht ¢ € (0,00) (limita je vlastni a nenulovad),
potom

o0 oo
Z an konverguje pravé kdyz konverguje Z bp.

n=1

n=1

Nékdy srovnavame s Dirichletovou ¥adou
o (0.9}
1 a >1 konverguje
E = g — , ktera : . i
lb” 1 no ! tera pro { a <1 diverguje
n— n—=

VIME, e

C

=

¥il=m .
i nge—l-... P P
lim — =
n—oo me+.‘.

X
+
8 O Nlw

Iq

o VT 3%
pii £ < m pt. limy oo 557 =
pfi £ > m pt.

g8 o8

oM



P¥iklady (limitni srovndvaci kritérium)

o] o0 > o o0 1 .
L Y an= 3 w3 > by = > -5 Yady konverguji
n=1 n=1 n=1 n=1
2 ap = = = Yady diverguji
2 n
n=1 n:l n +2n+3 n:l n:]_ n
o0 oo
VnFl
3 ap = nt
nz—:l ! nzzjl Vit
4 Y an= ) Si=
5
n=1 n=1 VTt
o o0
_ ¥/n
5 X an=2 minve

3
Il
._.
3
Il
—
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