Interpolace a aproximace

Interpolace algebraickym polynomem a
aproximace metodou nejmensich ctvercu



Interpolace
algebraickym polynomem

Uloha. Dana tabulka hodnot x,, v,
X;#X; pro i #j. Hodnoty jsou ,pfesne”.

Hledame polynom nejvyse n-tého
stupné, p(x)=a,+a,x+a,x%+...+a x"
(tj. koeficienty a,.. a,), ktery prochazi
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Rovnice pro urceni koeficienti
hledaného polynomu sestavujeme z
podminky p(x;)=y;.

Stupen hledaného polynomu je urcen
poctem zadanych bodd.

Aproximace
metodou nejmensich cCtvercu

Uloha. Déna tabulka hodnot x,, y,, kde

X; muze byt = x; pro i #j. Hodnoty jsou zatizeny
chybou, napf. experimentalné namérené .
Hledame takovy polynom nejvyse n-tého
stupné, p(x)=ay+a x+a,x>+...+a x"

(tj. koeficienty a,.. a,), aby soucet druhych
mocnin odchylek p(x.) od y. byl minimalni.

Rovnice pro urceni koeficientl hledaného
polynomu sestavujeme z podminky minimality
kvadratické odchylky .

Stupen hledaného polynomu je urcen
predpokladanou zavislosti hodnot.



Interpolace algebraickym polynomem.

Uloha. Dana tabulka hodnot x;, y;, X;#X; pro i #].

X X, X, X,

y Y1 Y2 Yn

Hleddame polynom nejvyse n-tého stupné, p(x)=ay+a,x+a,x*+...+a x"

(tj. koeficienty a,.. a,), ktery prochazi vSemi zadanymi body, tj. p(x;)=y;.
Rovnice pro urceni koeficientd hledaného polynomu sestavujeme z podminky p(x:)=y;.
bod [ : agta,  +ay +ata = 1 X, Xg Xg d, Yo
bod [x,, y,]: ag+a x; +a,x  2+..4a x, "=y, 1 X X12 . Xln a, Y,
bod [x,, y,]: ag+a x, +ax, +..4a x, "=y, . . : N
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>
>

n
. 2 n= I X, X X \a
bod [x, y,]: agta;x  +ax  .4ax "=y | n N Yn
zadané x-ové hodnoty neznamé  zadan¢

Jsou li vSechny x-ové hodnoty navzdjem rlzné, je matice soustavy regularni, tedy
existuje jediné feSeni (ay,a,,a,,...,+a,)", tj. pravé jeden polynom p(x).

Stupen hledaného polynomu je urcen poctem bodd.



Interpolace algebraickym polynomem - priklad
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Déana tabulka hodnot :

y 30

11

4
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a) Sestavte soustavu linearnich rovnic pro ur€eni interpolacniho polynomu.

b) Urcete interpolacni polynom.

c) Vypocitejte interpolovanou hodnotu v bodé x=0.5.

d) Vysledky zobrazte.

a) Hleddme polynom polynom nejvyse 3. stupné: p(x)=a,+a,x+a,x>+ax3 tj. nezndmé
koeficienty a,, a,, a,, a;. Soustavu rovnic ziskame dosazenim zadaného bodu do p(x).

bod [-2, 30]: p(-2) = ag*a,(-2)+a,(-2)?+a,(-2)3= 30 |

bod [-1, 11]: p(-1) = ag+a,(-1)+a,(-1)>+a5(-1)3= 11
bod [0, 4]: p(0) = a,+a,(0)+a,(0)*+a5(0)* = 4
bod [1,9]: p(1)=a,+a,(1)+a,(1)*+a5(1)> = 9

b) VyfeSime soustavu: a,=4, a,=-1, a, =6, a; =0,
tim jsme urcili polynom 2. stupné: p(x)=4 — x + 6x?
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c) Interpolovana hodnota v bodé x = 0.5 je p(0.5) =4 - 0.5+ 6(0.25) =5

Eh
a,
a,
a;

30
11




Interpolace algebraickym polynomem - priklad

d) Zobrazeni vysledku:




xi=[-2-1 0 1]; % zadané xi

yi=[3011 4 9]; %zadané yi
x=0.5; % zadany bod x
n=size(xi); % n(1) : pocet radkd, n(2): poclet sloupcu xi
A=[ones(n)’ cumprod(xi’*ones(1,n(2)-1),2] % matice soustavy
%%nebo “rucné”, neefektivné: A=[ones(n,1) xi’ (xi’)."2 (xi’)."3]
ai = Alyi % resSeni soustavy, koeficienty ai
p = fliplr(ai’) % ,,otoceni” ai,
y = polyval(p, x) % vypocet hodnoty pro x = 0.5
%% %% %% %%% %% zobrazeni vysledkd %%%%%% %% %
xx = linspace(xi(1), xi(n(2)), 20) % rozdélime interval <-2,1> na 20 bodu
yy = polyval(p, xx) % vypocCteme yy = p(xx)

plot(xx,yy,xi,yi, 'ks’, x, y, 'g*’) % zobraz



Aproximace metodou nejmensich Ctvercu

Uloha. Dana tabulka hodnot X, ¥, kde x; muZe byt = x; pro i #j.
Hledame takovy polynom nejvy$e n-tého stupné, p(x)=ay+a,x+a,x?+...+a x"
(tj. koeficienty a,... a,,), aby souéet druhych mocnin odchylek p(x;) od y; byl minimaini.

Rovnice pro urceni koeficienti hledaného polynomu sestavujeme z podminky
minimality druhé mocniny kvadratické odchylky : D =67 =) (p(X)-Y;)* = min .

i=0
Minimum kvadratické odchylky je v bodech, kde parcialni derivace podle neznamych

ay... @, jsou nulové.

Nalezeny polynom ma ze vSech polynomu stejného stupné nejmensi kvadratickou

odchylku, tedy nejlépe ve smyslu metody nejmensich ¢tvercl aproximuje zadand data.



Odvozeni soustavy rovnic pro polynom 2. stupné p(x)=ay+a,x+a,x? ,x=xX,...X,,Y=Yg---Y,,’

n
Zapiseme druhou mocninu kvadratické odchyiky: D= & = Z( P(x)—V,)’
i=0

D = (p(xo)-Yo)? +  (plxy)-y,)? + (p(xy)-y,)? (P (X,)-y,)?
tj. D = (ag+aXg+a,Xg?-Yo) 2+ (agta X +a,X,%-y;) 2 +(ag+a X,+a,%,2-y,) 2 ... +(apg+a X, +a,X, %y, ) 2
Vyjadrime parcidlni derivace D a polozime je = 0.

oD

e 208, + X, +a,Xe = Yo) +2(8, +a X, +a, X =Y, +2(8, + X, +a,X; —Y,)+---+2(a, +a,X, +a,x. —Yy,)=0
aO

0

P 2(8, + X, + A, X0 = Yo )Xo +2(8, + X + X = Y)X, +2(8y + X, +a,XF — Y,)X, +o+2(8, +a,X, +3,X — Y, )X, =0
a'1

oD

. 208, + &, X, + %X — Yo )Xe +2(8, + X, + X = Y)X +2(8, +a,X, +3,X) — Y,)X; +--+2(8, +a,X, +a,X; — Y, )X. =0
aZ
Rovnice upravime a soustavu rovnic zapiSeme maticové.
(@, +a, +a +-+a,)+(aX, +aX +aX, +e+ X, ) F (X X FAX Fe X)) =Y Y Y, Y,
(ByX, + AyX, + X, +---+ A X )+ (A Xg +AX +AXS +-o A X )+ (@K FAX + X e AX) =X Y F XY, e+ XY,

(@Xe +ayX, +a)Xs +-+a, X2 )+ (X +A,X +A X+ A X )+ (X +aX Xy oA X ) = XY, XY, XY, e XY
n n n
2_ n n n
ao(n+1)+a1;;xi+a2§xi _;;yi n+1 in Zx_z Zyi
n n ) n 2_ n n Iio ) 3 B r:=0
aOin+aIin +azzxi _inyi = Zx. in in = in Y,
i=0 i=0 i=0 i=0 i i i i=0
n n n n
n n n n 2 3 4 2
aozxiz"'alzxf"'azzxf :ZXizyi in in in ;}Xi Yi
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Aproximace metodou nejmensich ¢tvercu - priklad.

X -2 -1 -1 0 0 4
y -7 -1.8 |-2.2 |11 09 |-7

Dana tabulka hodnot:

a) Urcete polynom nejvyse 2. stupné, ktery ve smyslu metody nejmensich ¢tvercu
nejlépe aproximuje data dana tabulkou hodnot.

b) Vypocitejte kvadratickou odchylku.
c) Vysledky zobrazte.

a) Hleddme p(x)=a,+a,x+a,x?. Neznamé a,, a,, a, uréime ze soustavy rovnic:
kde : n+1=06(pocet bodii v tabulce)

n n

n+1 in fo . Zyi 5 s s .
A R I I =0 =22,3"%x} =54 =274
I;O i?O i;O ) i:O 5 5 5
DD 3l M o3 3y =163 Xy, = 10,3y, =144
=0 =0 =0 i=0 i—0 i—0 i—0
Tedy: 6 0 22 a, —16 d 1 p(x)=1+2x - x2.
0 22 54 |a|=|-10|=]|a |=| 2
22 54 274)\a,) (-144) la,) (-1
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Aproximace metodou nejmenéich ctvercu - priklad.
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vypocteme odchylky p(x)-y a jejich druhé mocniny. Soucet Cisel v poslednim radku
je druhd mocnina kvadratické odchylky : 2. Vyslednou 6 ziskame odmocnénim.

X 2 |1 -1 0 0 4
Y 7 |-1.8 |22 |11 0.9 -7
p(x) 7 (-2 -2 1 1 -7

p(x)=1+2x - x2

(p(x)-y) |O -0.2 0.2 -0.1 0.1 0

_v)2
(p(x)-y)> | O 004 |0.04 (001 |0.01 O §2=0.1, 8 =0.3162

c) Zobrazeni




xi=[-2-1-1004];
yi=[-7-1.8-2.21.10.9];
N=size(xi);
A=[N(2)  sum(xi)  sum(xi.*2);
sum(xi)  sum(xi.*2) sum(xi.*3);
sum(xi.A2) sum(xi.*3) sum(xi.*4)]
B=[sum(yi); sum(xi.*yi); sum((xi.*2).*yi)]
ai = A\B;
poly = fliplr(ai) ; P = polyval(poly, xi)
D = P —vyi; Delta2=sum(D.”2); delta = sqrt(Delta2);
%%%% zobraz
xx=linspace(xi(1), xi(N(2)),20); yy=polyval(poly, xx);
plot(xx, yy, xi, yi, 'k*’);



