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5 Rovnice vyš̌śıho řádu: p̌revod na soustavu rovnic 1. řádu
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Cauchyova úloha (p̌ripomenut́ı z MIII)

Postačuj́ıćı p̌redpoklady existence a jednoznačnosti řešeńı{
y ′ = f (x , y)
y(x0) = y0

spojitost f (x , y) a
∂f

∂y
v oblasti, ve které lež́ı (x0, y0)

y ′1 = f (x , y1, y2)
y ′2 = f (x , y1, y2)
y1(x0) = y1

0 , y2(x0) = y2
0 ,

spojitost f (x , y1, y2) ,
∂f

∂y1
a
∂f

∂y2
y ′′ = F (x , y , y ′)
y(x0) = y0

y ′(x0) = y1

spojitost F (x , y , y ′) ,
∂F

∂y
a
∂F

∂y ′

Převod y ′′ = F (x , y , y ′) na soustavu rovnic:

označ́ıme
y1 = y
y2 = y ′

zderivujeme
y ′1 = y ′

y ′2 = y ′′
tj.

y ′1 = y2

y ′2 = f (x , y1, y2)



Aproximace funkce Taylorovym polynomem (p̌ripomenut́ı)

Množinu funkćı, které maj́ı na intervalu I spojité derivace do řádu n

označujeme C(n)(I)

Necht’ y = y(x) je v okoĺı bodu x = x0 (resp. na intervalu I = 〈a, b〉)
spojitá a má na intervalu I spojitou 1. a 2. derivaci, tj. y ∈ C(2)(I)

Taylor̊uv polynom 1. stupně v okoĺı bodu x0 ∈ I:
T1(x) = y(x0) + y ′(x0)(x − x0),

Lagrange̊uv zbytek: R2(x)

existuje ξ mezi x a x0, pro které y(x)− T1(x) =
y ′′(ξ)

2
(x − x0)2,︸ ︷︷ ︸
R2(x)

pro x = x0 + h y(x0 + h)
.

= T1(x0 + h) = y(x0) + y ′(x0)h,

R2(h) =
y ′′(ξ)

2
h2



Asymptotický horńı odhad funkce (O)
Definice Mějme funkce f : N→ R+, g : N→ R+.

f ∈ O(g) : ∃n0 ∈ N, ∃c ∈ R+ : ∀n ≥ n0 : f (n) ≤ c · g(n)

tj.
n2

2
+ 6n + 12 ∈ O(n2), protože nap̌r. pro c = 10 plat́ı:

∀n > 1 (tj. n0 = 1) : n2

2 + 6n + 12 ≤ 10n2

Pro funkce f : R→ R, q : R→ R

f ∈ O(g) : ∃x0 ∈ R, ∃c ∈ R+ : ∀x ≥ x0 : |f (x)| ≤ c · |g(x)|

R2(h) =
y ′′(ξ)

2
h2 : R2(h) ∈ O(h2)

y(x + h) = y(x) + y ′(x) · h +O(h2)

y ′ =
y(x + h)− y(x)

h
+
O(h2)

h
=

y(x + h)− y(x)

h
+O(h)



Nahrazeńı derivaćı diferencemi

Prvńı derivace: dop̌redná diference:

y(xi + h) = y(xi ) + y ′(xi ) · h +O(h2)⇒
y(xi+h)−y(xi )

h = y ′(xi ) + O(h2)
h , tj. y(xi+h)−y(xi )

h = y ′(xi ) +O(h) ,

tj. prvńı derivace je nahrazena s chybou (p̌resnost́ı) 1. řádu (O(h)).

Prvńı derivace: zpětná diference:

y(xi − h) = y(xi )− y ′(xi ) · h +O(h2)⇒
y(xi )−y(xi−h)

h = y ′(xi ) + O(h2)
h , tj. y(xi )−y(xi−h)

h = y ′(xi ) +O(h) ,

tj. prvńı derivace je nahrazena s chybou (p̌resnost́ı) 1. řádu (O(h)).

Zaj́ımá nás, jaká nejvyš̌śı mocnina kroku h je v odhadu chyby.



Nahrazeńı derivaćı diferencemi

Prvńı derivace: centrálńı diference:
y(xi + h) = y(xi ) + y ′(xi ) · h + y ′′(xi ) · h

2

2
+O(h3)

y(xi − h) = y(xi )− y ′(xi ) · h + y ′′(xi ) · h
2

2
+O(h3)

Od y(xi + h) odečteme y(xi − h):
y(xi + h)− y(xi − h) = 2y ′(xi ) · h +O(h3)
vyděleńım 2h dostaneme

y(xi+h)−y(xi−h)
2h

= y ′(xi ) + O(h3)
2h

, tj. y(xi+h)−y(xi−h)
2h

= y ′(xi ) +O(h2) ,

tj. prvńı derivace je nahrazena s chybou (p̌resnost́ı) 2. řádu (O(h2)).

Druhá derivace: centrálńı diference:
y(xi + h) = y(xi ) + y ′(xi ) · h + y ′′(xi ) · h

2

2
+ y ′′′(xi ) · h

3

3!
+O(h4)

y(xi − h) = y(xi )− y ′(xi ) · h + y ′′(xi ) · h
2

2
− y ′′′(xi ) · h

3

3!
+O(h4)

Sečteme y(xi + h) a y(xi − h):

y(xi + h) + y(xi − h) = 2y(xi ) + 2y ′′(xi ) · h
2

2
+O(h4)

vyděleńım h2 dostaneme

y(xi+h)−2y(xi )+y(xi−h)

h2 = y ′′(xi ) + O(h4)

h2 , tj. y(xi+h)−2y(xi )+y(xi−h)

h2 = y ′′(xi ) +O(h2)

tj. druhá derivace je nahrazena s chybou (p̌resnost́ı) 2. řádu (O(h2)).



Numerické metody řešeńı odr
Řešeńı nehledáme jako spojitou funkci, definovanou na celém
zkoumaném intervalu (a, b), ale
hodnoty p̌ribližného řešeńı poč́ıtáme pouze v konečném
počtu bod̊u

a = x0 < x1 < · · · < xn = b.

Těmto bodům ř́ıkáme uzlové body nebo uzly śıtě,
množině {x0, x1, . . . , xn} ř́ıkáme śıt’.

Rozd́ıl h = xi+1 − xi se nazývá krok śıtě v uzlu xi .

Približné hodnoty řešeńı v uzlových bodech, vypočtené nějakou numerickou metodou,

budeme značit y0,y1,...,yn, na rozd́ıl od hodnot p̌resného řešeńı, které budeme

značit y(x0), y(x1), . . . , y(xn).

Numerickým řešeńım je funkce, zadaná tabulkou hodnot

x0 x1 x2 . . . xi . . . xn
y0 y1 y2 . . . yi . . . yn

Chceme-li znát p̌ribližnou hodnotu řešeńı v jiném než uzlovém bodě, můžeme použ́ıt

některou z interpolačńıch metod.



Eulerova explicitńı metoda
Mějme dánu Cauchyovu (počátečńı) úlohu

y ′ = f (x , y) y(x0) = y0

a pravidelnou śıt’ {x0, x1, . . . , xn} s krokem h.
Ve všech bodech śıtě xi podle rovnice plat́ı

y ′(xi ) = f (xi , y(xi ))

Derivaci na levé straně této rovnice nahrad́ıme dop̌rednou diferenćı,

y ′(xi ) =
yi+1 − yi

h
+O(h),

resp. p̌ribližnou hodnotu y(xi+1) vypoč́ıtáme pomoćı rovnice tečny,

sestrojené v bodě [xi , yi ], která má směrnici rovnu zadané hodnotě

y ′(xi ) = f (xi , yi )

Rovnice tečny: y − y(xi ) = y ′(xi )(x − xi )⇒
{y ′ = f (xi , y(xi )), (xi+1 − xi ) = h}
y(xi+1)

.
= yi+1 = y(xi ) + h · f (xi , y(xi ))



Eulerova explicitńı metoda

Nahrad́ıme-li y(xi ) p̌ribližnou hodnotou yi, můžeme odtud vyjáďrit

p̌ribližnou hodnotu y(xi+1) jako

yi+1 = yi + hf(xi,yi)

Pomoćı tohoto vzorce vypočteme p̌ribližnou hodnotu řešeńı v daľśım
uzlovém bodě pomoćı hodnoty v uzlu p̌redchoźım.
Hodnotu řešeńı v bodě x0 známe z počátečńı podḿınky, je rovna y0.

Ovšem, s každým daľśım krokem nar̊ustá chyba. Proč?
Tečna v bodě [x0, y0] : všechny hodnoty jsou(x0, y0, y

′ = f (x0, y0)) p̌resné.
Neznámou y(x0 + h) urč́ıme p̌ribližně ”pomoćı rovnice tečny”.
V daľśım kroku sestroj́ıme tečnu v bodě

x1 = x0 + h︸ ︷︷ ︸
p̌resné

, y1
.

= y(x0 + h)︸ ︷︷ ︸
nep̌resné

, f (x1, y1)︸ ︷︷ ︸
y1 nep̌resné

A tak to pokračuje s věťśı a věťśı odchylkou.



Přesné a p̌ribližné řešeńı

Přesné a p̌ribližné (numerické) řešeńı



Krátce o chybách

Metoda konverguje, když ∀x ∈ 〈a, b〉 : lim
h→0

n→∞
yn = y(x).

V jednom kroku metody se dopoušt́ıme lokálńı diskretizačńı chyby

di = y(xi−1)− yi−1.

Tyto chybu definujeme jako chybu našeho p̌ribližného vzorce po dosazeńı
p̌resného řešeńı. Věťsinou chybu upravujeme rozvojem do Taylorovy řady.

Řád metody p ∈ N : Pokud rozvoj lokálńı diskretizačńı chyby zač́ıná
mocninou hp+1, di ∈ O(hp+1), ř́ıkáme, že metoda má řád p.

Globálńı diskretizačńı chyba:
jak se p̌ribližné řešeńı lǐśı od p̌resného – jak se projevuje ”nakupeńı”
lokálńıch diskretizačńıch chyb.

Když řešeńı v následuj́ıćım bodě poč́ıtáme z hodnoty v jednom
p̌redcházej́ıćım kroku, ř́ıkáme, že metoda je – jednokroková.
Eulerova metoda paťŕı mezi jednokrokové metody.

Pro jednokrokové metody p-tého řádu plat́ı, že globálńı chyba je řádu hp.
Eulerova metoda je jednokroková metoda prvńıho řádu.



Eulerova implicitńı metoda

Ve všech bodech śıtě xi podle rovnice plat́ı

y ′(xi ) = f (xi , y(xi ))

Derivaci na levé straně této rovnice nahrad́ıme zpětnou diferenćı,

y ′(xi ) =
yi − yi−1

h
+O(h),

a dostaneme

yi − h · f (xi , yi )︸ ︷︷ ︸
obsahuje neznámou yi

= yi−1

Pro lineárńı diferenciálńı rovnici yi uḿıme dopoč́ıtat vždy, pro nelineárńı ?



Metody vyš̌śıho řádu p̌resnosti

Metody 2. řádu:

Collatzova metoda

yi+1 = yi + hk2

k2 = f (xi + h
2 , yi + h

2k1)
k1 = f (xi , yi )

Heunova metoda

yi+1 = yi + h
2 (k1 + k2)

k2 = f (xi + h, yi + hk1)
k1 = f (xi , yi )

Runge-Kutta: metoda 4.̌rádu p̌resnosti

yi+1 = yi + h
6 (k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

k4 = f (x + h, y + hk3)

k3 = f (xi + h
2 , yi + h

2k2)

k2 = f (xi + h
2 , yi + h

2k1)
k1 = f (xi , yi )



Výběr délky kroku

Zdálo by se, že č́ım menš́ı krok (h→ 0,) t́ım p̌resněǰśı
výsledky dostaneme,
ALE

p̌ri ”p̌ŕılǐs”malém h (pro rozlǐseńı č́ısel v poč́ıtači) docháźı k
chybnému výpočtu;

také, č́ım menš́ı h, t́ım v́ıce výpočetńıch krok̊u je nutné
provést;

obvyklý postup
Voĺıme h, poč́ıtáme jeden krok; s krokem h/2 poč́ıtáme 2
kroky; porovnáme rozd́ıl hodnot yi+1(h) a yi+2(h/2).



Př́ıklady

1 y ′ = − 1

x2
, y(1) = 2

Přesné řešeńı (MIII)∫
dy =

∫
− 1

x2
dx ⇒ y =

1

x
+ C ⇒ 2 = 1 + C ⇒ y =

1

x
+ 1

Eulerova explicitńı metoda: voĺıme h = 0.5
x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

y0 y1 y2 y3 y4 y5 y6

2 1.5 1.5− 1
2

1
1.52 . . . . . . . . . . . .

2 y ′ = y2 sin(x), y(0) = 2
Přesné řešeńı (MIII)∫

1

y2
dy =

∫
sin x dx . . . interval řešeńı !



Soustava diferenciálńıch rovnic

Označ́ıme Y =

(
y1

y2

)
, Y ′ =

(
y ′1
y ′2

)
,

Soustavu o.d.r 1. řádu (p̌ŕıpadně počátečńı úlohu)

y ′1 = f1(x , y1, y2)
y ′2 = f2(x , y1, y2)

,
y1(x0) = a
y2(x0) = b

zaṕı̌seme

Y ′ =

 f1(x , y1, y2, . . . )
f2(x , y1, y2, . . . )
. . .

 Y (x0) =

 a
b
. . .


a postup řešeńı Eulerovou metodou aplikujeme na celý vektor.
Př́ıklad

Y ′ =


y1

x + y3√
y2 + 1

y1 − 2y3

 Y (−3) =

 −1
0
2





Rovnice vyš̌śıho řádu: p̌revod na soustavu rovnic 1. řádu:

y (n) = f (x , y , y ′, . . . y (n−1)), y(x0) = y0, y
′(x0) = ...

Označ́ıme y1 = y , y2 = y ′, . . . yn = y (n−1):

Y =


y1

y2
...
yn

 Y′ =


y ′1
y2′
...
y ′n

 =


y2

y2
...

f (x , y1, . . . , yn)


︸ ︷︷ ︸

F (x ,


y1
...
yn


Interpretace vypočtených hodnot (podle zavedených označeńı!):
v prvńım řádku jsou p̌ribližné hodnoty hledané funkce,
ve druhém řádku hodnoty 1. derivace atd.



Př́ıklad

Rovnici 3. řádu

y ′′′ − 1

1− x
y ′ − 1 = 0

y(−2) = 1,
y ′(−2) = 5,
y ′′(−2) = 2

p̌revedeme na soustavu 3 rovnic

y1 = y
y2 = y ′

y3 = y ′′
, Y ′ =

 y2

y3
1

1− x
y2 + 1

 Y (−2) =

 1
5
2





Př́ıklady

Y ′ =

(
2y1 + y1

y2

2 ln y1 + y2
x

)
Y (2) =

(
1
−3

)
h = 0.05

y ′′ =
1 + x

x2
y ′ − 3y ln x

y(1) = 2
y ′(1) = 0

h = 0.2



Př́ıklady

1

y ′′ = 2y ′ − y +
ex

x

2

y ′′ =
10

x
− y ′

x
− 4

y

x2

3

y ′′ = y − 2
y ′

x

4

y ′′′ = 2
y ′

x2

5

y ′′′ = 3y ′′ − 3y ′ + y

6

y ′′′′ = 5y ′′ − 4y + sin(x) cos(2x)



Úlohy, které modelujeme diferenciálńımi rovnicemi

Chladnut́ı kávy, ropná skvrna, (separovatelné rovnice)

Znečǐstěńı rybńıka (lineárńı 1. řádu)

Kmitáńı (lineárńı 2. řádu)

Pohyb planet (soustava)



Ropná skvrna



Ropná skvrna



Chladnut́ı kávy
V kuchyni je teplota T0 = 20◦. Za jak dlouho se právě zalitá vroućı
káva ochlad́ı na teplotu T2 = 50◦?
Rychlost ochlazováńı tělesa na vzduchu (tj. změna teploty v čase)
je p̌ŕımo úměrná rozd́ılu teploty tělesa a vzduchu.
Označ́ıme:
čas:t, teplotu v čase t: T (t),

rychlost ochlazováńı v čase :
dT

dt
, konstantu úměrnosti k .
Experimentálně zjǐstěná konstanta k = 0.04

Proces změny teploty v čase popisuje obyčejná diferenciálńı rovnice:

dT

dt
= −k · (T − T0) , T (0) = 100, T (?) = 50 k = 0.04

Řešeńı rovnice lze určit separaćı proměnných.
Řešeńım je funkce T (t), která popisuje proces změny teploty v čase.

T (t) = T0 + Ce−kt , C = T (0)− T0 = 80, T (24, 5) = 50



Samočǐstěńı jeźırka

V jeźırku objemu V je jisté množstv́ı nečistot x ,
na začátku (v čase t = 0) je množstv́ı nečistot x0.
Do jezera p̌ritéká čistá voda konstantńı rychlost́ı r
a stejnou rychlost́ı odtéká voda s nečistotami.
Hladina vody se neměńı.
Předpokládáme, že rozděleńı nečistot je rovnoměrné, voda se
”sama”proḿıchává.

r udává, jaký objem vody v jezěre se vyměńı za 1 den,
r
V udává, jak velká část vody se vyměńı za 1 den.

Úbytek nečistot je p̌ŕımo úměrný množstv́ı nečistot, které odtečou za
jednotku času, tedy diferenciálńı rovnice, která toto modeluje :

dx

dt
= − r

V
x , x(0) = x0 ⇒ x = x0e

−
r

V
t

Funkce, která popisuje vývoj nečistot x v čase t je x = x0e
−
r

V
t



Koncentrace nečistot

Na začátku je v jeźırku objemu V množstv́ı nečistot x0, konstantńı
rychlost́ı r do jeźırka p̌ritéká množstv́ı nečistot za jednotku času c(t).
Z jeźırka odtéká voda stejnou rychlost́ı r , hladina se neměńı.
Pro konstantńı c lze úlohu řešit separaćı proměnných,
pro proměnné c(t) je rovnice lineárńı.

dx

dt
= − r

V
x + c(t), x(0) = x0

Nap̌ŕıklad: Jezero objemu V = 1000m3 je na začátku čisté. Rychlost́ı
r = 2m3/h p̌ritéká voda, ve které je koncentrace nečistot 3mg/m3.
Z jezera odtéká voda (s nečistotami) stejnou rychlost́ı.
Kdy voda v jezěre dosáhne koncentrace 1mg/h?

To znamená, že do jezera p̌ritéká 2 · 3 mg/h nečistot,
odtéká 2

1000x mg/h.

dx

dt
= − 2

1000
x + 6, x(0) = 0 ⇒ x = 500(6− Ce−

2
1000 t), C = 6

Kdy bude koncentrace 1?
x

V
= 1 ⇒ x = −500 ln

2

3



Soustava 2 jezer

Prvńı jezero: objem V1 m3, vtok čisté vody rychlost́ı r m3/h, odtok
znečǐstěné stejnou rychlost́ı.
Druhé jezero: objem V2 m3, vtok znečǐstěné vody z prvńıho jezera
rychlost́ı r m3/h, odtok znečǐstěné stejnou rychlost́ı.
Konstanty samočǐstěńı: k1 = r

V1
, k2 = r

V2

Množstv́ı nečistot v prvńım jezěre x(t), ve druhém y(t), v čase
t = 0 je množstv́ı x0, y0. Soustava:

x ′ = −k1x
y ′ = +k1x −k2y

Můžeme p̌revést na lineárńı rovnici :
z prvńı rovnice x = x0e

−k1t ⇒ y ′ + k2y = k1x0e
−k1t .



Př́ıklad: ḿıcháńı tekutin
Do nádrže, která obsahuje 100` vody s 40g soli vtéká tekutina rychlost́ı
4`/min s koncentraćı soli 3g/` a vytéká z nádrže rychlost́ı 2`/min.
Voda je neustále proḿıchávána. Jaké je množstv́ı soli v nádrži v čase?
Označme y(t) množstv́ı soli (v gramech), které je v nádrži v čase t,
V 1 rychlost, kterou do nádrže s̊ul p̌ritéká,

V 1 = (3g/`)(4`/min) = 12g/min.
V 2 rychlost, kterou z nádrže vytéká.

V 2 =

(
y(t)

100 + 2t
g/`

)
(2`/min) =

y(t)

50 + t
g/min.

Změnu množstv́ı soli v čase t lze popsat
(za p̌redpokladu, že y(t) je diferencovatelná funkce)

y ′ = V 1− V 2, y ′ = 12− y(t)

50 + t

Jedná se o lineárńı rovnici, jej́ıž obecné řešeńı je

y(t) =
C

50 + t
+

6t2 + 600t

50 + t
.

V na začátku je ve vodě 40 g soli, tj. počátečńı podḿınka: y(0) = 40.

Proto je řešeńı
2000

50 + t
+

6t2 + 600t

50 + t
.



Př́ıklad Ḿıcháńı tekutin v Matlabu
Diferenciálńı rovnice a počátečńı podḿınka

y ′ = 12− y(t)

50 + t
, y(0) = 40

reseni = dsolve(’Dy=12 - y/(50+t)’,’y(0) = 40’)

reseni =

2000/(t + 50) + (6*t*(t + 100))/(t + 50)

graf řešeńı:



Př́ıklad: Vývoj populace

Jedńım z model̊u vývoje poulace, která už je dostatečně velká,
má omezené zásoby potravy i daľśıch zdroj̊u a mezi členy
populace docháźı k soupěreńı o tyto zdroje je

y ′ = ay(t)− by2(t)

Konstanta a udává p̌ŕır̊ustek populace za časovou jednotku,
b popisuje soupěreńı o zdroje.
Jedná se o Bernoulliovu rovnici.



Př́ıklad Vývoj populace
Diferenciálńı rovnice y ′ = ay(t)− by2(t)
a, b byly odhadnuty pro vývoj poplulace v USA v letech 1790 - 1950.
a = 0.03134, b = 1.5887 · 10−10, t : roky
Počátečńı podḿınka: v roce 1790 bylo v USA 3 929 000 obyvatel.

populace = dsolve(’Dy = a*y - b* y^2’, ’y(1790) = 3929000’)

populaceUSA = subs(populace, {’a’,’b’}, {0.03134, 1.5887E-10})

populace1950 = double(subs(populaceUSA,[1800 1850 1900 1950]))

Srovnáńı statistických údaj̊u a vypočtených hodnot:

Rok Počet obyvatel Vypočteno
1790 3 929 000
1800 5 308 000 5 350 280
1850 23 192 000 23 248 685
1900 75 995 000 77 000 000
1950 150 697 000 148 777 550



Kmitáńı
Rovnićı

my ′′ + ky = 0

jsou popsány nevynucené (vlastńı) kmity hmotného bodu o
hmotnosti m, zavěšeného na pružině o tuhostosti k .

Kǒreny charakteristické rovnice λ1,2 = ±i
√

k

m
= ±iω,

tvar vlastńıch kmit̊u je dán obecným řešeńım

y = C1 cosωx + C2 sinωx

Jsou-li C1,C2 obě nenulové, můžeme upravit na tvar

y = A sin(ωx + α),

kde A =
√

C 2
1 + C 2

2 , α = arctg
C1

C2
.

Tedy amplituda nevynucených kmit̊u je A, jejich frekvence ω.
C1 = A sinα,C2 = A cosα, β = ωx ,

sin(α + β) = sinα cosβ + cosα sinβ



Tlumené kmity
Rovnićı

my ′′ + cy ′ + ky = 0

jsou popsány nevynucené tlumené kmity hmoty m zavěšené na
pružině tuhosti k p̌ri vazkém ťreńı c. (m, k, c > 0)
Tvar vlastńıch kmit̊u je dám obecným řešeńım

y = eαx(C1 cosωx + C2 sinωx),

kde α = −1
2
c
m , ω =

√
4km − c2

4m2
, 4km − c2 > 0

Řešeńı opět lze upravit na tvar

y = Aeαx sin(ωx + ϕ)

Tlumené kmity hmoty m jsou popsány funkćı obecného řešeńı,
amplituda F = Aeαx klesá exponenciálně s časem x (α < 0),

frekvence je ω počátečńı fáze ϕ = arctg
C1

C2



Pohyb planety
Pohyb tělesa v gravitačńım poli nehybného centrálńıho tělesa.
Celou úlohu omeźıme na pohyb v rovině. Mějme nehybné těleso o
hmotnosti M v počátku soǔradnic. Okolo tohoto tělesa se pohybuje
druhé těleso o hmotnosti m, které se v daný okamžik nacháźı v bodě o
soǔradnićıch ~r = [rx , ry ] a má rychlost ~v = (vx , vy ). Na toto těleso působ́ı
gravitačńı śıla

F = κ
mM

r3
~r , r3 =

(√
r2
x + r2

y

)3

Pohybový zákon (zrychleńı je úměrné śıle) → pohybová rovnice 2. řádu.

d2~r

dt2
=

F (~r)

m

Zavedeńım rovnice pro rychlost p̌revedeme na soustavu rovnic 1.̌rádu.

d~r

dt
= ~v

d~v

dt
=

F (~r)

m

zapsáno po složkách

r ′x = vx
r ′y = vy

v ′x =
Fx

m
=

κM(√
r2
x + r2

y

)3 rx

v ′y =
Fy

m
=

κM(√
r2
x + r2

y

)3 ry



Označ́ıme

Y (t) =


y1

y2

y3

y4

 =


rx
ry
vx
vy

 ,

derivace:

Y ′(t) =


vx
vy
κM
r3 rx
κM
r3 ry

 =


y3

y4
κM

(y2
1 +y2

2 )3 y1

κM
(y2

1 +y2
2 )3 y2


Dodáme počátečńı podḿınky: počátečńı polohu a rychlost tělesa.
Můžeme řešit numerickými metodami.
Zobrazeńı řešeńı: pro hodnoty t, ve kterých jsme poč́ıtali, jsou v
prvńım a druhém řádku vypoč́ıtány x-ové a y -ové soǔradnice
trajektorie pohybu.



Řešeńı v Matlabu symbolických proměnných, pomoćı
funkce dsolve

Parametry dsolve jsou:

diferenciálńı rovnice, nap̌r. y ′ =
x3

y

počátečńı podḿınka, nap̌r. y(1) = 1

nezávisle proměnná, v našem p̌r. x

Výsledek je symbolická proměnná.

ysym = dsolve(’Dy = x^3 / y’ , ’y(1)=1’ , ’x’)

Když nezadáme počátečńı podḿınku, funkce urč́ı obecné řešeńı.
Samožrejmě, ne vždy se podǎŕı p̌resné řešeńı určit v symbolických
proměnných.



Řešeńı v Matlabu Eulerovou numerickou metodou

Zadáme funkci pravé strany f(x,y) rovnice y ′ = f (x , y)

Zadáme krok h, počátečńı podḿınku x0, y0 (y(x0) = y0) a
posledńı x-ovou hodnotu xN.

Vytvǒŕıme si vektor x-ových hodnot xE
a ḿısto pro výpočet p̌ribližných hodnot řešeńı y(x): yE.

Na ḿısto yE(1) ulož́ıme počátečńı hodnotu y0,
ostatńı yE(k) spoč́ıtáme Eulerovou metodou.

f = @(x,y) x.^3 ./ y

h = 0.1; x0 = 1; y0 = 1; xN = 5;

xE = x0 : h : xN;

yE = zeros(1, length(xE));

for k = 1 : length(yE) - 1

yE(k+1) = yE(k) + h*f(xE(k),y(k))

end



Řešeńı v Matlabu numerickou metodou, kterou realizuje
funkce ode45

Funkci, která odpov́ıdá pravé straně diferenciálńı rovnice,
zadáváme stejně, jako pro Eulerovu metodu,
jmeno funkce = @( x, y ) vyraz

Počátečńı podḿınku a posledńı x-ovou hodnotu také stejně
x0 = ...; y0 = ... ; xN = ... ;

Funkce ode45 vraćı vektor-sloupec hodnot nezávisle proměnné
a vektor-sloupec hodnot řešeńı.

[xM yM] = ode45 ( f, [ x0 xN ], y0 );



Zobrazeńı řešeńı

V Matlabu lze pro vykresleńı grafu použ́ıt funkci plot. Podrobněǰśı
informace źıskáte pomoćı help plot nebo doc plot.
Stejnou funkćı lze zobrazit i výsledek, źıskaný v symbolických
proměnných, když do ysym dosad́ıme (pomoćı funkce subs) x-ové
hodnoty, nap̌ŕıklad z výsledku použit́ı ode45.

yysym = double(subs(ysym, xM));

figure

hold on

grid on

plot(xM, yysym)

plot(xE, yE)

plot(xM, yM)

legend(’symbolicke’,’Eulerova’,’ode45’)

title(’Grafy reseni’)
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