
Soustavy nelineárńıch rovnic
Newtonova iteračńı metoda
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Newtonova metoda řešeńı nelineárńı rovnice
I. Je dána rovnice f (x) = 0.

a) Zapǐste rovnici tečny ke grafu funkce f (x) v bodě xn.

t : y = f (xn) + f ′(xn) (x − xn)

b)

Graficky znázorněte graf
funkce f (x) a tečnu ke grafu
funkce v bodě xn. Zakreslete
pr̊useč́ık této tečny s osou x
(tj.y = 0), označte ho jako
[xn+1, 0].

c) Z rovnice tečny a) vyjáďrete xn+1.

y = 0⇒ 0 = f (xn) + f ′(xn) (xn+1 − xx)⇒

xn+1 = xn −
f (xn)

f ′(xn)

princip metody: hledáme pr̊useč́ık grafu funkce f s osou x pomoćı pr̊useč́ık̊u tečen t s
osou x ; tečnu sestrojujeme v bodě xn, určeném v p̌redcházej́ıćım kroku; x0 voĺıme.



Newtonova metoda řešeńı dvou nelineárńıch rovnic
II. Jsou dány rovnice f (x , y) = 0, g(x , y) = 0

d) Zapǐste rovnici tečné roviny τ1 ke grafu funkce f (x , y) v bodě X (n) = (xn, yn)T .

τ1 : z = f (X (n)) +
∂f (X (n))

∂x
(x − xn) +

∂f (X (n))

∂y
(y − xn)

e) Zapǐste rovnici tečné roviny τ2 ke grafu funkce g(x , y) v bodě X (n) = (xn, yn)T .

τ2 : z = g(X (n)) +
∂g(X (n))

∂x
(x − xn) +

∂g(X (n))

∂y
(y − xn)

f) Sestavte soustavu lin. rovnic pro společný pr̊useč́ık P rovin z = 0, rovin τ1, τ2.

∂f (X (n))
∂x x + ∂f (X (n))

∂y y = ∂f (X (n))
∂x xn + ∂f (X (n))

∂y yn − f (X (n))
∂g(X (n))

∂x x + ∂g(X (n))
∂y y = ∂g(X (n))

∂x xn + ∂g(X (n))
∂y yn − g(X (n))

g) Označte X (n+1) = (xn+1, yn+1)T = P a z p̌redchoźı rovnice vyjáďrete X (n+1).

X (n+1) = X (n) −


∂f (X (n))

∂x
∂f (X (n))

∂y

∂g(X (n))
∂x

∂g(X (n))
∂y


−1f (X (n))

g(X (n))





Soustava (lineárńıch) rovnic v maticovém zápisu

f)

J(X (n))︷ ︸︸ ︷
∂f (X (n))
∂x

∂f (X (n))
∂y

∂g(X (n))
∂x

∂g(X (n))
∂y


x − xn

y − yn

 = −

f (X (n))

g(X (n))


J(X (n))

 x

y


︸ ︷︷ ︸
X (n+1)

−J(X (n))

xn

yn


︸ ︷︷ ︸

X (n)

= −

f (X (n))

g(X (n))



g) J(X (n))X (n+1) = J(X (n))X (n) −

f (X (n))

g(X (n))


X (n+1) = J(X (n))−1J(X (n))︸ ︷︷ ︸

E

X (n) − J(X (n))−1

f (X (n))

g(X (n))


X (n+1) = X (n) − J(X (n))−1

f (X (n))

g(X (n))





Jedna rovnice a soustava rovnic

Soustava (dvou) rovnic:
f (x , y) = 0
g(x , y) = 0

Označ́ıme:

X =

(
x
y

)
, F (x , y) =

f (x , y)

g(x , y)

 , tj. F (X ) =

f (X )

g(X )


Jedna rovnice

f (x) = 0

Soustava rovnic

F (X ) = 0

Postup řešeńı:

Jedna rovnice

x (n+1) = x (n)− f (x (n))

f ′(x (n))

Soustava rovnic

X (n+1) = X (n) − J(X (n))−1F (X (n))



Př́ıklad. Pro soustavu rovnic

f (x , y) = 0 : x2 + y2 − 4 = 0
g(x , y) = 0 : ln(2− x)− y = 0

1 určete graficky p̌ribližnou polohu všech řešeńı soustavy,
2 volte X (0) = (1, 2)T a vypočtěte X (1) a X (2).

1 J(X ) =

(
∂f
∂x

∂f
∂y

∂g
∂x

∂g
∂y

)
J(X ) =

(
2x 2y
− 1

2−x −1

)
2 dosad́ıme X (0) = (1, 2)T :

F (X (0)) = (1, −2)T

J(X (0)) =

(
2 4
−1 −1

)
3 vypočteme ∆(0) = −J(X (0))−1F (X (0))

∆(0) = (−3.5, 1.5)T

4 vypočteme X (1) = X (0) + ∆(0)

X (1) = (1, 2)T + (−3.5, 1.5)T

X (1) = (−2.5, 3.5)T



Pokračováńı, výpočet X (2)

1 Matice J je stejná,

2 dosad́ıme X (1) = (−2.5, 3.5)T :
F (X (1)) = (14.5, −2)T

J(X (1)) =

(
−5 7
−0.22 −1

)
v každém kroku ově̌ŕıme, zda se determinant J 6= 0

3 vypočteme ∆(1) = −J(X (1))−1F (X (1))
∆(1) = (0.08, −2.01)T

4 vypočteme X (2) = X (1) + ∆(1)

X (2) = (−2.5, 3.5)T + (−2.5, 3.5)T

X (2) = (−2.42, 1.49)T



Př́ıklad

x2 − 4x + y2 = 0
y − e−x − 1 = 0

1 Rozhodněte, který z bodů
A = [0,−2],
B = [2, 0],
C = [4, 1]

je možné volit jako

počátečńı aproximaci X (0),

odpověd’ zdůvodněte.

2 pro vybraný bod X (0)

určete X (1) Newtonovou

metodou.

Výsledky: A,B volit nelze, protože det(J(A)) = 0, det(J(B) = 0,
C lze: f (x , y), g(x , y) jsou diferencovatelné v okoĺı C a det(J(C)) 6= 0.

J =

(
2x − 4 2y

e−x 1

)
, J(A) =

(
−4 −4

1 1

)
, J(B) =

(
0 0

e−2 1

)
, J(C) =

(
4 2

e−4 1

)
∆(0) = (−0.2616, 0.0231)T , X (1) = (3.7384, 1.0231)T



Př́ıklad

x2

9 + y2 − 1 = 0

y − ln(x) = 0

1 Rozhodněte, který z bodů
A = [1.5, 1],
B = [−1, 1],
C = [3,−1]

je možné volit jako

počátečńı aproximaci X (0),

odpověd’ zdůvodněte.

2 pro vybraný bod X (0)

určete X (1) Newtonovou

metodou.
Výsledky: B 6∈ D(g) - nelze, det(J(C)) = 0 - C nelze,
A lze: f (x , y), g(x , y) jsou diferencovatelné v okoĺı A a det(J(A)) 6= 0.

J =

(
2
9
x 2y

− 1
x

1

)
, J(A) =

(
1
3

2

− 2
3

1

)
, J(B)neńı definován, J(C) =

(
2
3

2

− 1
3

1

)
∆(0) = (0.5634, −0.2189)T , X (1) = (2.0634, 0.7811)T



Př́ıklad

2x − y(1 + x) = 0
x2 + 5y − 1 = 0

1 Rozhodněte, který z bodů
B = [0, 1],
C = [0, 2]

je možné volit jako

počátečńı aproximaci X (0),

odpověd’ zdůvodněte.

2 pro vybraný bod X (0)

určete X (1) Newtonovou

metodou.

Výsledky: det(J(C)) = 0 - C nelze, B lze: f (x , y), g(x , y) jsou diferencovatelné v okoĺı
B a det(J(B)) 6= 0.

J =

(
2− y −(1 + x)

2x 5

)
, J(B) =

(
1 −1
0 5

)
, J(C) =

(
0 −1
0 5

)
∆(0) = (0.2, −0.8)T , X (1) = (0.2, 0.2)T



Př́ıklad

1
x − y2 = 0

2x2 + y − 4 = 0

1 Rozhodněte, který z bodů
A = [0, 1],
B = [−0.5,−1],
C = [1, 2]

je možné volit jako

počátečńı aproximaci X (0),

odpověd’ zdůvodněte.

2 pro vybraný bod X (0)

určete X (1) Newtonovou

metodou.
Výsledky: A 6∈ D(f ) - nelze, det(J(B)) = 0 - B nelze,
C lze: f (x , y), g(x , y) jsou diferencovatelné v okoĺı C a det(J(C)) 6= 0.

J =

(
− 1

x2 −2y

4x 1

)
, J(A) = neńı definován, J(B) =

(
−4 2
−2 1

)
, J(C) =

(
−1 −4

4 1

)
∆(0) = (0.2, −0.8)T , X (1) = (1.2, 1.2)T



Př́ıklad

1
2x − y = 0

x2 + 4y2 − 4 = 0

1 Zvolte X (0) = [1, 0] a
určete X (1) a X (2)

Newtonovou metodou,

2 určete řádkovou normu
vektor̊u F (X (0)),
F (X (1)) a F (X (2)).

Výsledky: J =

(
− 1

2x2 −1

2x 8y

)
J(X (0)) =

(
− 1

2
−1

2 0

)
, F (X (0)) =

(
1
2
−3

)
, ∆(0) =

( 3
2
− 1

4

)
, X (1) =

( 5
2
− 1

4

)
J(X (1)) =

(
−0.08 −1

5 −2

)
, F (X (1)) =

(
0.45
−2.5

)
, ∆(1) =

(
−0.31

0.47

)
, X (2) =

(
2.19
0.22

)
‖F (X (2))− F (X (1))‖∞

.
= 1.5



Př́ıklad

α(x − 1)2 − y + 1 = 0
x3 − y = 0

1 Určete hodnoty parametru α ∈ R tak, aby p̌ri řešeńı dané
soustavy Newtonovou metodou bylo možné volit jako
počátečńı aproximaci některý z bodů
A = [0.5, 0.5], B = [0.8, 0.8] nebo C = [0.1, 0.1].

2 Volte α = −1 a určete počet a polohu všech řešeńı soustavy.

3 Volte α = −1, X (0) = A a určete X (1) a X (2) Newtonovou metodou.

Určete euklidovskou normu vektor̊u F (X (0)), F (X (1)) a F (X (2)).

4 Pro stejný parametr α volte X (0) = B, určete X (1), X (2) a X (3) a
euklidovskou normu vektor̊u F (X (0)), F (X (1)), F (X (2)) a F (X (3)).

5 Pro stejný parametr α volte X (0) = C , určete X (1) a X (2) a
euklidovskou normu vektor̊u F (X (0)), F (X (1)) a F (X (2)).



Př́ıtel MATLAB (s baĺıčkem Symbolic Toolbox)
Výpočet derivaćı (Jacobiho matice) v symbolických proměnných

syms x y % deklarace symbolickych promennych

f = -1*(x-1)^2 - y + 1; % zadane rovnice f=0, g=0

g = x^3 - y ;

F = [f; g]; % vektor F

J=jacobian(F,[x y]); % matice J

Výpočet jedné iterace

X0 = [0.5 ; 0.5]; % zvolene X0

FX0 = subs(F,{x y},X0’); % dosazeni X0

JX0 = subs(J,{x y},X0’);

FX0 = double(FX0); % prevedeni symbolickych vyrazu

JX0 = double(JX0); % do ciselnych

Delta0 = JX0\(-FX0) % vypocet "Delta", reseni lin.rovnic

X1 = X0 + Delta0 % vypocet X1



Př́ıtel MATLAB (výpočet dvou iteraćı)
% ------------- prvnı́ -----------------------------------

X0 = [0.5 ; 0.5]; % zvolene X0

FX0 = subs(F,{x y},X0’); % dosazeni X0

JX0 = subs(J,{x y},X0’);

FX0 = double(FX0); % prevedeni symbolickych vyrazu

JX0 = double(JX0); % do ciselnych

Delta0 = JX0\(-FX0) % vypocet "Delta", reseni lin.rovnic

X1 = X0 + Delta0 % vypocet X1

% ------------- druhá -----------------------------------

FX1 = subs(F,{x y},X1’); % dosazeni X1

JX1 = subs(J,{x y},X1’);

FX1 = double(FX1); % prevedeni symbolickych vyrazu

JX1 = double(JX1); % do ciselnych

Delta1 = JX1\(-FX1) % vypocet "Delta", reseni lin.rovnic

X2 = X1 + Delta1 % vypocet X2



Př́ıtel MATLAB (výpočet N iteraćı)

N = 5;

X0 = [0.5 ; 0.5]; % zvolene X0

for k = 1 : N

FX0 = subs(F,{x y},X0’); % dosazeni X0

JX0 = subs(J,{x y},X0’);

FX0 = double(FX0); % prevedeni symbolickych vyrazu

JX0 = double(JX0); % do ciselnych

rez = norm(FX0) % euklidovska norma F(X0)

Delta0 = JX0\(-FX0) % vypocet "Delta", reseni lin.rov.

X1 = X0 + Delta0 % vypocet X1

X0 = X1; % X0 prepiseme na X1 a pocitame dal

end
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