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Rovnice vedeni tepla

+ Uloha

0 o*
V oblasti Q=(a, b)x(0, T), kde a, b, TeR, a<b, T>0 je dana a—”= P Y f(x,0),peR p>0
it X~
s pocatecni podminkou  (t=0,x € <a,b>) u(x,0) = p(x)
a okrajovymi podminkami (x=a, x=b, t>0 ) u(a,t) = a(t), u(b,t)=p(t)

*  Postup feseni
— Ovéreni podminek souhlasu, tj. shody hodnot u(x,t) danych pocatecni a okrajovou
podminkou v bodech [x=a, t=0] a [x=b, t=0]:| o(a) = a(0) a ¢(b) = B(0) |
— Volba ¢asového prostorového kroku h a ¢asového kroku t a ovéreni stability
numerické metody:

pr
explicitni - stabilni pfi e <05], implicitni - stabilni ¥1,h (nepodminéné)

— Volba numerické metody : explicitni nebo implicitni metoda siti.

— Se zvolenymi kroky h, T vytvofime sit: uzly sité jsou body P, =[x, , t, ], x=a+ ih, t,=tk.
Mnozina uzlti P, tvofi pfi pevném k tzv. k-tou €asovou vrstvu.
Numerické Fedeni jsou vypocitané hodnoty U, ™ pFiblizné hodnoty u(P, ) v uzlech sité.
Hodnoty U, ¥ uréujeme ve sméru rostouciho t, po jednotlivych éasovych vrstvach.



Nahrazeni derivaci v jednom uzlu: P¥ = P[x;, tX]

ou d%u
5% PW + f(x, t)
@ druhou derivaci:

" centraln&”
(Lu u(P* ) —2u(P)+u( '”)+O(h)

k+1
I

o’ W
@ prvni derivaci:
"dopfedn&”
k+1 x k k k k
Ou _u(F7)—uF) O(7) P i1 P, i+1
ot T
Dosazenim do rovnice dostaneme explicitni schéma:
k+1 k k k
u(P)—u(P, )= u(P))— 2:;}(;’ )+u( m) }((RA) Prot—=0:
rr UP = o(x;)
U =i—2uf‘_] +(1-22% U+ (P Xx=a: U{); = a(ty)
x=b: Un:,B(tk)

rovniceprouzel P!, proi=l,...,n-1,k=0



Explicitni schéma

Rovnice pro vypocet hodnoty Uf-‘“:

UEt = UL+ (125 )UF + U 7 ¢

k=0,1,..., i=12,...,n—1
Prot=0:U%=0(x), x=a:Uf=a(t), x=b:UK=25(t)
stabilni pro 27 < 1
Pro 12 =2
chyba O(h? + 1)



Priklad

1. Je dana smiSena uloha pro rovnici vedeni tepla:

v oblasti Q = {[xt]:xe (-1, 1), t>0}: X _OU s
o ox-
u(x0) = ¥ xe<ll>

u(=t) = 1+t =0
wlt) = 1-t t=>0

s pocatecni a okrajovou podminkou:

@ Ové&feni podminek souhlasu:

X:_latZOZ Tt‘
u(-=1,0)=1+0 |
o e

U(]., 0) =12 i uixOfext X x=1, t=0
u(1,0)=1-0

@ Volba krokl h, T
Volime h = 0.5 a uréime maximalni 7 tak, aby explicitni
schéma bylo stabilni a bod [0, 0.2] byl uzlem sit&.
7<0.125 = Thax = 0.1



Vypocet hodnot uzitim explicitniho schématu

X0 X1 X2 X3 X4

-11-05101(05]|1

© Nulta &asovd vrstva: t = 0: U° = x?

X | x1 | x| x3 | xa
-11-05]0) 05 |1
U] 1]025]/0[025]1

@ Prvni tasovd vrstvait =7 =0.1, 57 =0.4:

Ul=04-U%,+(1-2-04)-U% ;+04-U%,+01-2x;
X0 X1 X2 X3 X4
-1 [-05] 005 1
Uo 1 025] 0 [025] 1
Ul [ 1401103502055 1-0.1
© Druha &asova vrstva:t = 27 = 0.2:
U?=04-U! ;+(1-2-04)-U! ;404U ;+0.1-(2x;—0.1)
u(0, 0.2) = U3 =0.39




Nahrazeni derivaci v jednom uzlu: P¥ =

P[x;, tk]

ou 82u
— + f(x,t
gt~ Paxe TI0)
@ druhou derivaci: k k k
" centrdlng’ Pd+1 P).-\ P d‘
2 k k k
o v _ u(h, .)—214({? )+u(13..)+0(hz) h
ox” h”
P T
@ prvni derivaci: " zp&tné
ou u(PH—u(P™)
— =t 1 240(r k-1
o T 2 Pi
Dosazenim do rovnice dostaneme implicitni schéma:
Prot=0:
Ty T r e .
SPRUL Q200U =T = U T (B 02 = ()
x=a: U =a(t)

soustava rovnic prok -toucasovouvrstvu, k > 1

x=b: Uk=p(t)



Implicitni schéma

soustava rovnic pro ¢asovou vrstvu k:

~Buk + (128 Uk - BLuk, = Ul o, 1)

Prot=0:U%=0(x), x=a:U§=a(t), x=b:UK=25(t)

nepodminéné stabilni
chyba O(h? + 1)



Priklad

1. Je dana smiSena uloha pro rovnici vedeni tepla:

ou o0
v oblasti Q2 = {[x,t]:xe(-1, 1), t>0}: i=—lf+ 2x—t
or  ox”
ux0) = x¥ xe<ll>
s pocatecni a okrajovou podminkou: u-Le) = 1+t t20
wly) = 1-t =20

@ Volime h = 0.5, 7 = 0.2. Explicitni schéma nebude stabilni.
@ Hodnoty v nulté &asové vrstvé Ui0 uréime z pocatecni
podminky: U? = x?

@ Sestavime soustavu rovnic pro urlenfi Ui1 v prvni ¢asové vrstvé:

26 —-08 0 YU/) 025-024+048 0.49
-0.8 26 -08|{U,|= 0 -004 =-0.04
0 -08 26 \U;) 025+0.16+1.12 1.53



