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Kanonické a parametrické rovnice regulárńıch kuželoseček

kuželosečka kanonická rovnice parametrické rovnice

kružnice x2 + y2 = r2
x = r cos t
y = r sin t
t ∈ 〈0, 2π)

elipsa
x2

a2
+

y2

b2
= 1

x = a cos t
y = b sin t
t ∈ 〈0, 2π)

hyperbola
x2

a2
− y2

b2
= 1

x =
a

cos t
y = b tg t
t 6= π

2
, t 6= 3

2
π

parabola y2 = 2px
x = 1

2p
t2

y = t
t ∈ R



Př́ıklady: regulárńı kuželosečky, uvedeńı na kanonický tvar

1 y2 − 2 y − 10 x = 0,

2 x2 + 6 x + y2 + 8 y = 0

3 x2 − 4 x − y2 + 6 y − 6 = 0,

4 x2−6 x + 2 y2 + 8 y + 1 = 0,

5 3 x2−2 x−2 y2−5 y+5 = 0,

6 3 x2 − 2 x + 5 y − 6 = 0,

a)

b)

c)

d)

e)

f)



Rovnice
Kuželosečka nebo též algebraická ǩrivka 2. stupně je množina bodů X v rovině, jejichž

soǔradnice [x , y ] vyhovuj́ı v nějaké lineárńı soustavě soǔradnic rovnici

a11x
2 + a22y

2 + 2a12xy + 2a13x + 2a23y + a33 = 0

kde aij jsou reálná č́ısla ( i , j = 1, 2, 3) a (a11, a12, a22) 6= (0, 0, 0).
Pokud by a11 = a12 = a22 = 0, potom by rovnice byla lineárńı a vyjaďrovala by p̌ŕımku.

Vyjáďreńı rovnice kuželosečky s dvojkami u některých koeficient̊u je čistě technické a

umožňuje nám vyjáďrit rovnici kuželosečky maticově:

(x y 1)

 a11 a12 a13

a12 a22 a23

a13 a23 a33


︸ ︷︷ ︸

K

 x
y
1

 = 0

vhodnou volbou kartézské soustavy soǔradnic, pomoćı otočeńı a posunut́ı,

zjednoduš́ıme rovnici na tzv. kanonický tvar:

X · P · K · PT︸ ︷︷ ︸
matice A

·XT = 0



Klasifikace kuželoseček

Označ́ıme ∆ determinant matice K a δ = det

(
a11 a12

a12 a22

)
kuželosečky

regulárńı: ∆ 6= 0 neregulárńı: ∆ = 0
elipsa

parabola

hyperbola

2 r̊uznoběžky

2 rovnoběžky

1 bod

prázdná
množina

sťredové: δ 6= 0 nesťredové: δ = 0

soustava rovnic

(
a11 a12

a12 a22

)(
x
y

)
=

(
−a13

−a23

)
má jediné řešeńı, soǔradnice
sťredu [m, n] = [x , y ]

má bud’ ∞ řešeńı (p̌ŕımka),
nebo řešeńı nemá.



Uvedeńı kuželosečky na kanonický tvar

Urč́ıme determinanty: ”velký”(∆) a ”malý”(δ).

Urč́ıme vlastńı č́ısla λ1, λ2 a jednotkové vlastńı vektory

u = (ux , uy ), v = (vx , vy ) matice

(
a11 a12

a12 a22

)
.



Regulárńı sťredové kuželosečky

A =

 λ1 0 0
0 λ2 0

0 0 ∆
δ

 ,
matici Ptvǒŕı jednotkové

vlastńı vektory ~u, ~v
a soǔradnice sťredu m, n

P =

 ux vx 0
uy vy 0
m n 1



Kanonická rovnice regulárńı sťredové kuželosečky je

λ1x
2 + λ2y

2 +
∆

δ
= 0, (λ1 6= 0, λ2 6= 0).

Sťred kuželosečky [m, n] je počátek nové soustavy soǔradnic.

Osy kuželosečky tvǒŕı osy nové soustavy soǔradnic.
Jsou ve směrech určených vlastńımi vektory a jejich rovnice jsou(

x
y

)
=

(
m
n

)
+p

(
ux
uy

)
,

(
x
y

)
=

(
m
n

)
+q

(
vx
vy

)
, p, q ∈ R



Elipsa
λ1, λ2 maj́ı stejná znaménka a

∆

δ
má opačné znaménko než λ1,2.

Př́ıklad: 5x2 + 4xy + 2y2 − 18x − 12y + 15 = 0

Matice a determinanty:

K =

 5 2 −9
2 2 −6
−9 −6 15

 , k =

(
5 2
2 2

)
,

∆ = −36,
δ = 6

∆
δ = −6

Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matice k:

λ1 = 1, ~u =
1√
5

(1, −2)T , λ2 = 6, ~v = 1√
5

(2, 1)T

Sťred:

(
5 2
2 2

)(
m
n

)
=

(
9
6

)
⇒ S = [1, 2]

Osy: x − 2y + 3 = 0, 2x + y − 4 = 0

Kanonická rovnice: x2 + 6y2 − 6 = 0⇒ x2

6
+ y2 = 11 0 0

0 6 0
0 0 −6


︸ ︷︷ ︸

A

=


1√
5
− 2√

5
0

2√
5

1√
5

0

1 2 1


︸ ︷︷ ︸

P

 5 2 −9
2 2 −6
−9 −6 15


︸ ︷︷ ︸

K


1√
5

2√
5

1

− 2√
5

1√
5

2

0 0 1


︸ ︷︷ ︸

PT



Výsledek



Imaginárńı elipsa
λ1, λ2 maj́ı stejná znaménka a ∆/δ stejné znaménko jako λ1,2:
jedná se o prázdnou množinu bodů v E2.

Př́ıklad: x2 + xy + y2 + 2x + 2y + 2 = 0

Matice a determinanty:

K =

 1 0.5 1
0.5 1 1

1 1 2

 , k =

(
1 0.5

0.5 1

)
,

∆ = 0.5
δ = 0.75

∆
δ = 1

3
Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matice k:

λ1 =
1

2
, ~u =

1√
2

(1, −1)T , λ2 =
3

2
, ~v =

1√
2

(1, 1)T

Sťred:

(
1 0.5

0.5 1

)(
m
n

)
=

(
−1
−1

)
⇒ S =

[
−2

3
, −2

3

]
Osy: x + y + 4

3 = 0, x − y = 0

Kanonická rovnice:
1

2
x2 +

3

2
y2 +

1

3
= 0⇒ 3x2

2
+

9y2

2
= −10.5 0 0

0 1.5 0
0 0 1

3


︸ ︷︷ ︸

A

=


1√
2
− 1√

2
0

1√
2

1√
2

0

− 2
3

− 2
3

1


︸ ︷︷ ︸

P

 1 0.5 1
0.5 1 1

1 1 2


︸ ︷︷ ︸

K


1√
2

1√
2
− 2

3

− 1√
2

1√
2
− 2

3

0 0 1


︸ ︷︷ ︸

PT



Hyperbola
λ1, λ2 maj́ı r̊uzná znaménka.

Př́ıklad 6xy + 8y2 − 12x − 26y + 11 = 0

Matice a determinanty:

K =

 0 3 −6
3 8 −13
−6 −13 11

 , k =

(
0 3
3 8

)
,

∆ = 81,
δ = −9

∆
δ = −9

Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matice k:

λ1 = 9, ~u =
1√
10

(1, 3)T , λ2 = −1, ~v =
1√
10

(−3, 1)T

Sťred:

(
0 3
3 8

)(
m
n

)
=

(
6

13

)
⇒ S = [−1, 2]

Osy: 3x − y + 5 = 0, x + 3y − 5 = 0

Kanonická rovnice: 9x2 − y2 − 9 = 0⇒ x2 − y2

9
= 1

 9 0 0
0 −1 0
0 0 −9


︸ ︷︷ ︸

A

=


1√
10

3√
10

0

− 3√
10

1√
10

0

−1 2 1


︸ ︷︷ ︸

P

 0 3 −6
3 8 −13
−6 −13 11


︸ ︷︷ ︸

K


1√
10

− 3√
10

−1
3√
10

1√
10

2

0 0 1


︸ ︷︷ ︸

PT



Výsledek



Regulárńı nesťredové kuželosečky
Právě jedno z vlastńıch č́ısel je nulové.
Označ́ıme
λ1 6= 0, u - jednotkový vlastńı vektor odpov́ıdaj́ıćı tomuto vl. č.,
λ2 = 0, v - jednotkový vlastńı vektor odpov́ıdaj́ıćı tomuto vl. č.

A =

 λ1 0 0
0 0 λ1p
0 λ1p 0

 ,
matici Ptvǒŕı jednotkové

vlastńı vektory ~u, ~v
a soǔradnice vrcholu m, n

P =

 ux vx 0
uy vy 0
m n 1


Kanonická rovnice regulárńı nesťredové kuželosečky je

λ1x
2 + 2py = 0, (λ1 6= 0, λ2 = 0),

p =
(a13, a23)(vx , vy )

λ1
, vrchol [m, n] =

(
ux vx
uy vy

)( −p
λ1p2−a3,3

2λ1p

)
Osy kuželosečky tvǒŕı osy nové soustavy soǔradnic.
Jsou ve směrech určených vlastńımi vektory a jejich rovnice jsou(

x
y

)
=

(
m
n

)
+p

(
ux
uy

)
,

(
x
y

)
=

(
m
n

)
+q

(
vx
vy

)
, p, q ∈ R



Parabola
Př́ıklad 9x2 + 24xy + 16y2 + 30x − 210y + 975 = 0

Matice a determinanty:

K =

 9 12 15
12 16 −105
15 −105 975

 , k =

(
9 12

12 16

)
,

∆ = −3256,
δ = 0

Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matice k:

λ1 = 25, ~u =
1

5
(3, 4)T , λ2 = 0, ~v =

1

5
(−4, 3)T

p =
(15, −105)(−4, 3) 1

5

25
= −3

Vrchol:

(
m
n

)
=

1

5

(
3 −4
4 3

)(
3
5

)
⇒ V =

[
−11

5
,

27

5

]
Osy: 3x + 4y − 15 = 0 (osa paraboly), 4x + 3y − 25 = 0
Kanonická rovnice: x ′2 − 6y ′ = 0
Transformačńı rovnice mezi původńı (x , y) a novou (x ′, y ′)
soustavou soǔradnic:(

x
y

)
=

1

5

(
3 −4
4 3

)(
x ′

y ′

)
+

1

5

(
−11

27

)



Výsledek



Neregulárńı kuželosečky

neregulárńı sťredové: ∆ = 0, δ 6= 0

δ < 0 (λ1λ2 < 0)
2 r̊uznoběžné p̌ŕımky,
směrové vektory odpov́ıdaj́ı vlastńım vektor̊um,
pr̊useč́ık - ve sťredu
δ > 0 (λ1λ2 > 0)
jediný bod (sťred)

neregulárńı nesťredové ∆ = 0, δ = 0 (nap̌r.
a11 6= 0, λ1 6= 0)

a11a33 − a2
13 < 0

2 rovnoběžné p̌ŕımky
p : a11x + a12y + a13 +

√
a2

13 − a11a33

q : a11x + a12y + a13 −
√

a2
13 − a11a33

a11a33 − a2
13 = 0

jedna (dvojnásobná) p̌ŕımka p : a11x + a12y + a13 = 0
a11a33 − a2

13 > 0
prázdná množina



Př́ıklad (neregulárńı sťredová)

6x2 − xy − 2y2 + 5x + 6y − 4 = 0

Matice a determinanty:

K =

 6 −1
2

5
2

−1
2 −2 3
5
2 3 −4

 , k =

(
6 −1

2
−1

2 −2

)
,

∆ = 0,
δ = −49

4

Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matice k:

λ1 = 2 +

√
65

2
, ~u =

1

|u|
(1,
√

65− 8)T ,

λ2 = 2 +

√
65

2
, ~v =

1

|v |
(1, −16−

√
65)T

Sťred: S =

[
−2

7
,

11

7

]
2 r̊uznoběžky

(3x ′ − 2y ′)(2x ′ + y ′) = 0, x = x ′ − 2

7
, y = y ′ +

11

7
(3x − 2y + 4)(2x + y − 1) = 0 (z rozkladu rovnice)



Př́ıklad (neregulárńı sťredová)

3x2 − 2xy + 2y2 − 4x − 2y + 3 = 0

Determinanty: ∆ = 0, δ = 5

Sťred: S = [1, 1]

Kuželosečce vyhovuje jediný bod, jej́ı sťred.



Př́ıklad (neregulárńı nesťredová)

9x2 − 30xy + 25y2 + 12x − 20y + 4 = 0

Determinanty: ∆ = 0, δ = 0

Ze soustavy rovnic pro určeńı sťredu zjist́ıme, že má ∞ řešeńı,
tj. p̌ŕımku.(

9 −15
−15 25

)(
x
y

)(
−6
10

)
⇒ 9x − 15y = −6, tj.

3x − 5y = −2

Tato p̌ŕımka nálež́ı kuželosečce, tj jedná se o
dvojnásobnou p̌ŕımku.



K v a d r a t i c k é p l o c h y



Kvadratické plochy v kanonickém tvaru

1 Elipsoid
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1

2 Hyperboloid
jednod́ılný dvojd́ılný
x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= −1

3 Paraboloid
hyperbolický eliptický
x2

a2
− y2

b2
= ±2z

x2

a2
+

y2

b2
= ±2z

4 Kuželová plocha
x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 0

5 Válcová plocha
eliptická hyperbolická parabolická
x2

a2
+

y2

b2
= 1

x2

a2
− y2

b2
= 1

x2

a2
= ±2kz



Př́ıklady

1 x2+2y2+z2−18 = 0

2 x2 − 5y + z2 = 0

3 x2−9y2−z2+36 = 0

4 x2 − 4y2 − z = 0

5 x2 + y2 − z2 = 0

6 2x2 + y2 − 2z2 = 0

7 x2 + y2 − z2 + 1 = 0

8 4x2 +y2− z2−1 = 0

9 x2 + 4y2 + z2−4 = 0

10 2x2−y2− z2−4 = 0

1 Kterými rovnicemi je zadaný
elipsoid?

2 Kterými rovnicemi je zadaný
jednod́ılný hyperboloid?

3 Kterými rovnicemi je zadaný
dvojd́ılný hyperboloid?

4 Kterými rovnicemi je zadaný
hyperbolický paraboloid?

5 Kterými rovnicemi je zadaný
eliptický paraboloid?

6 Kterými rovnicemi je zadaná
kuželová plocha?

7 Kterými rovnicemi je zadaná
válcová plocha? Jaká?



Př́ıklady

1 x2 − 2x + y2 − z = 0 a)

2 x2 + y2 − z2 + 8z − 16 = 0 b)

3 2x2 + 2y2 + z2 − 4x + 4y − 12 = 0 c)

4 3x − 2y − yz = 0 d)

5 x2 + 12y2 − 6xy + 4x − z = 0 e)

6 x2 + xy − 3x − y − z = 0 f)



Př́ıklady

1 z = 4−
√
x2 + y2

2 z =
√
x2 − 9y2 − 36

3 z =
√

18− x2 − 2y2

4 z = −
√

5y − x2

5 z = −
√

9− x2 − y2

6 z =
√
y − x2

7 z =
√

9 + x2 + y2



Kvadratické plochy
rovnice kvadratické plochy

a11x
2 +2a12xy +2a13xz +2a14x+

+a22y
2 +2a23yz +2a24y+

+a33z
2 +2a34z+

+a44 = 0

maticový zápis

(x y z 1)


a11 a12 a13 a14

a12 a22 a23 a24

a13 a23 a33 a34

a14 a24 a34 a44


︸ ︷︷ ︸

K


x
y
z
1

 = 0

označeńı:
determinant kvadratické plochy: ∆ = detK,

”malý determinant”: δ = det

 a11 a12 a13

a12 a22 a23

a13 a23 a33





Klasifikace kvadratických ploch

regulárńı: ∆ 6= 0 neregulárńı: ∆ = 0

elipsoidy

paraboloidy

hyperboloidy

kuželové plochy

válcové plochy

rovnoběžné roviny

r̊uznoběžné roviny

p̌ŕımka

1 bod

prázdná množina

sťredové: δ 6= 0 nesťredové: δ = 0

soustava rovnic

 a11 a12 a13

a12 a22 a23

a13 a23 a33

 x
y
z

 =

 −a14

−a24

−a34


má jediné řešeńı, soǔradnice
sťredu [m, n, o] = [x , y , z ]

má bud’ ∞ řešeńı,
nebo řešeńı nemá.



Základńı výpočty

Sestav́ıme matice K, k :

K =


a11 a12 a13 a14

a12 a22 a23 a24

a13 a23 a33 a34

a14 a24 a34 a44

 , k =

 a11 a12 a13

a12 a22 a23

a13 a23 a33



Urč́ıme determinanty: ”velký”(∆ = detK) a ”malý”(δ = det k).

Urč́ıme vlastńı č́ısla λ1, λ2, λ3 a jednotkové vlastńı vektory
u = (ux , uy , uz), v = (vx , vy , vz),w = (wx ,wy ,wz) matice k .

Urč́ıme hodnost matice K (h(K)).



Určeńı typu kvadratické plochy
∆ 6= 0, δ 6= 0: regulárńı sťredová (λ1λ2λ3 6= 0)

λ1x
2 + λ2y

2 + λ3z
2 +

∆

δ
= 0

λ1, λ2, λ3 maj́ı stejná znaménka

elipsoid

znaménko
∆

δ
opačné λi
trojosý

stejné jako λi
imaginárńı

λ1, λ2, λ3 nemaj́ı stejná znaménka
hyperboloid
nap̌r. λ1 > 0, λ2 > 0, λ3 < 0
∆

δ
> 0

dvojd́ılný

∆

δ
< 0

jednod́ılný

∆ 6= 0, δ = 0: regulárńı nesťredová (jedno vl. č., nap̌r. λ3, je nulové)
paraboloid: λ1λ2 > 0 – eliptický λ1λ2 < 0 – hyperbolický

∆ = 0, δ 6= 0: neregulárńı sťredová (λ1λ2λ3 6= 0,
∆

δ
= 0)

λ1x
2 + λ2y

2 + λ3z
2 = 0

λ1, λ2, λ3 maj́ı stejná znaménka
jeden bod [0, 0, 0]

λ1, λ2, λ3 nemaj́ı stejná znaménka
kuželová plocha

∆ = 0, δ = 0: neregulárńı nesťredová

hodnost matice K je

3: válcová plocha – eliptická, hyperbolická, parabolická
(nebo žádný reálný bod)
2: p̌ŕımka, dvojice rovin (nebo žádný reálný bod)
1: dvojnásobná rovina



Regulárńı sťredové kvadriky (∆ 6= 0, δ 6= 0)
Každou sťredovou kvadriku lze p̌revést vhodnou volbou kartézské soustavy soǔradnic
na kanonický tvar:

(x y z 1)


λ1 0 0 0

0 λ2 0 0
0 0 λ3 0

0 0 0 ∆
δ


︸ ︷︷ ︸

A


x
y
z
1

 = 0

λ1x
2 + λ2y

2 + λ3z
2 +

∆

δ
= 0, (λ1 6= 0, λ2 6= 0, λ3 6= 0).

Sťred kvadriky S = [m, n, o] je počátek nové soustavy soǔradnic.
Soǔradnice sťredu urč́ıme jako řešeńı soustavy rovnic a11 a12 a13

a12 a22 a23

a13 a23 a33

 m
n
o

 =

 −a14

−a24

−a34


Osy kvadriky tvǒŕı osy nové soustavy soǔradnic.
Jsou ve směrech určených vlastńımi vektory a jejich rovnice jsou x

y
z

 =

 m
n
o

+ p

 ux
uy
uz

 , X = S + q~v , X = S + r ~w p, q, r ∈ R



Kvadriky eliptického typu

Všechna vlastńı č́ısla maj́ı stejná znaménka, nap̌r. λ1 > 0, λ2 > 0, λ3 > 0.
Pokud ∆

δ má opačné znaménko, dostáváme rovnici v kanonickém

tvaru:
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1, (a2 = − ∆

λ1δ
, b2 = − ∆

λ2δ
, c2 = − ∆

λ3δ
)

Kvadratická plocha je trojosý elipsoid

Pokud ∆
δ má stejné znaménko jako λi , dostáváme rovnici v kanonickém

tvaru:
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= −1, (a2 = − ∆

λ1δ
, b2 = − ∆

λ2δ
, c2 = − ∆

λ3δ
)

množina bodů je prázdná (imaginárńı elipsoid).



Př́ıklad

7x2 + 6y2 + 5z2 − 4xy − 4yz − 22x + 24y + 2z + 30 = 0

Matice a determinanty

K =


7 −2 0 −11
−2 6 −2 12

0 −2 5 1
−11 12 1 30

 , k =

 7 −2 0
−2 6 −2

0 −2 5

 ,

∆ = −4 · 35

δ = 2 · 34

∆
δ

= −6

Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory
λ1 = 3, ~u = (1, 2, 2), λ2 = 6, ~v = (2, 1,−2), λ3 = 9, ~w = (−2, 2,−1)

Kanonická rovnice

(x , y , z , 1)

 3 0 0 0
0 6 0 0
0 0 9 0
0 0 0 −6

 x
y
z
1

 = 0

3x2 + 6y2 + 9z2 − 6 = 0⇒ x2

2
+

y2

1
+

3z2

2
= 1



Kvadriky hyperbolického typu

Vlastńı č́ısla λ1, λ2, λ3 nemaj́ı stejná znaménka. Předpokládejme,

že λ1 > 0, λ2 > 0, λ3 < 0. Jestliže
∆

δ
> 0, potom dostaneme

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= −1,

Kvadrika se nazývá dvojd́ılný hyperboloid.

Jestliže
∆

δ
< 0, potom dostaneme

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1,

Kvadrika se nazývá jednod́ılný hyperboloid.

a2 = − ∆

λ1δ
, b2 = − ∆

λ2δ
, c2 = − ∆

λ3δ



Regulárńı nesťredové kvadriky (∆ 6= 0, δ = 0) paraboloidy
Regulárńı nesťredovou kvadriku, pro jej́ıž vlastńı č́ısla plat́ı λ1 6= 0, λ2 6= 0 a λ3 = 0,
lze p̌revést vhodnou volbou kartézské soustavy soǔradnic na kanonický tvar

λ1x
2 + λ2y

2 + 2Gz = 0,

kde G = (a14, a24, a34) · ~w a ~w je jednotkový vlastńı vektor, odpov́ıdaj́ıćı λ3 = 0.
G je r̊uzné od nuly, jak plyne z determinantu ∆ matice kvadriky

∆ = det


λ1 0 0 0

0 λ2 0 0
0 0 0 G
0 0 G 0

 = λ1λ2G
2

• vl. č. λ1, λ2 maj́ı stejná znaménka,
nap̌r. λ1 > 0, λ2 > 0 a λ3 = 0.

G < 0 : můžeme rovnici upravit

x2

a2
+

y2

b2
= 2z.

G > 0: dostaneme rovnici

x2

a2
+

y2

b2
= −2z.

eliptický paraboloid

• vl.č. λ1, λ2 maj́ı r̊uzná znaménka,
nap̌r. λ1 > 0, λ2 < 0 a λ3 = 0.

G < 0: dostaneme rovnici

x2

a2
−

y2

b2
= 2z.

G > 0: dostaneme rovnici

x2

a2
−

y2

b2
= −2z.

hyperbolický paraboloid



Př́ıklad
5x2 − y2 + z2 + 4xy + 6xz + 2x + 4y + 6z − 8 = 0

Matice a determinanty

K =


5 2 3 1
2 −1 0 2
3 0 1 3
1 2 3 −8

 , k =

5 2 3
2 −1 0
3 0 1

 ,
∆ = 16
δ = 0

Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory
λ1 = 7, ~u = (4, 1, 2), λ2 = −2, ~v = (1,−2,−1), λ3 = 0, ~w = (1, 2,−3)

G = (1, 2, 3) · (1,−2, 3)√
1 + 4 + 9

= − 4√
14

Kanonická rovnice

(x , y , z , 1)

7 0 0 0
0 −2 0 0
0 0 0 − 4√

14

0 0 − 4√
14

0

x
y
z
1

 = 0⇒ 7x2 − 2y2 =
8√
14

z

Osa: pr̊unik rovin, odpov́ıdaj́ıćıch nenulovým vl. vektor̊um, vrchol: pr̊useč́ık osy a

K ~u ⇒ ρ : (4, 1, 2, 0) · K · (x , y , z, 1)T = 0⇒ 28x + 7y + 14z + 12 = 0

~v ⇒ σ : (1, 2,−1, 0) · K · (x , y , z, 1)T = 0⇒ x − 2y − z + 3 = 0

V =

[
−

617

392
,−

113

196
,

1011

392

]



Neregulárńı sťredové kvadriky (∆ = 0, δ 6= 0)

Vlastńı č́ısla λ1, λ2, λ3 maj́ı stejná znaménka.
Potom dostaneme rovnici

λ1x
2 + λ2y

2 + λ3z
2 = 0 resp.

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 0,

které vyhovuje jediný reálný bod [0, 0, 0].

Vlastńı č́ısla λ1, λ2, λ3 nemaj́ı stejná znaménka.
Předpokládejme, že λ1 > 0, λ2 > 0, λ3 < 0.
V tomto p̌ŕıpadě dostaneme rovnici

λ1x
2 + λ2y

2 + λ3z
2 = 0 resp.

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 0

Kvadriku nazýváme kuželová plocha.



Neregulárńı nesťredové kvadriky (∆ = 0, δ = 0)
1) Hodnost matice K je ťri.
a) Jedno vl.č. je nulové,
nap̌r.λ1,2 6= 0, λ3 = 0.

b) Jedno vl. č. je nenulové,
nap̌r. λ1 6= 0, λ2 = λ3 = 0.

a)Soustavě rovnic pro určeńı sťredu vyhovuje p̌ŕımka sťred̊u.

Uvažujme matici kvadriky ve tvaru


λ1 0 0 0

0 λ2 0 0
0 0 0 0
0 0 0 N


N = (a14, a24, a24)X + a44,N 6= 0
X je libovolný bod p̌ŕımky sťredů


λ1 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 G
0 0 G 0


G 6= 0

jedná se o válcovou plochu
a) λ1λ2 > 0 eliptickou λ1λ2 < 0 hyperbolickou b) parabolickou
λ1x

2 + λ2y
2 = N λ1x

2 = −2Gz
x2

a2
+

y2

b2
= 1

x2

a2
− y2

b2
= 1

x2

a2
= ±2pz



Neregulárńı nesťredové kvadriky (∆ = 0, δ = 0)

2) Hodnost matice K je dva.
a) Jedno vl.č. je nulové,
nap̌r.λ1,2 6= 0, λ3 = 0.

b) Jedno vl. č. je nenulové,
nap̌r. λ1 6= 0, λ2 = λ3 = 0.

Uvažujme matici kvadriky ve tvaru
λ1 0 0 0

0 λ2 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0




λ1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 H

 ,H 6= 0

λ1x
2 + λ2y

2 = 0 λ1x
2 = H

λ1λ2 > 0

x2

a2
+

y2

b2
= 0

p̌ŕımka

λ1λ2 < 0

x2

a2
− y2

b2
= 0

2 roviny

λ1H < 0

x2

a2
= 1

2 roviny

λ1H > 0

x2

a2
= −1

∅



Neregulárńı nesťredové kvadriky (∆ = 0, δ = 0)

3) Hodnost matice K je jedna.
Jedno vl. č. je nenulové,
nap̌r. λ1 6= 0, λ2 = λ3 = 0.
Matice kvadriky 

λ1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


odpov́ıdá

λ1x
2 = 0

dvojnásobná rovina



Př́ıklad
3x2 + 3y2 + 3z2 + 4

√
2xy + 2yz + 6x + 2y(2

√
2− 1)− 6z − 9 = 0

∆ = 0, δ = 0⇒ neregulárńı nesťredová
Vlastńı č́ısla a vl. vektory
λ1 = 3, ~u = (

√
2, 0,−4),

λ2 = 6, ~v = (3
√

2, 3, 1),
λ3 = 0, ~w = (2

√
2,−3, 1)

Hodnost matice K je 3.
Matice kvadriky 

3 0 0 0
0 6 0 0
0 0 0 0
0 0 0 N


Př́ımka sťredů X =

 −2
√

2− 1
3
0

+

 2
√

2
−3

1

 t,

vybereme libovolný bod, nap̌r. t = 1⇒ [m, n, o] = [−1, 0, 1]
N = a14m + a24n + a34o = −15
Kanonická rovnice 3x2 + 6y2 = 15 eliptická válcová plocha



Př́ıklad
8x2 − 8y2 − 3z2 − 12xy + 10xz + 10yz − 2x + 14y − 10z − 3 = 0

∆ = 0, δ = 0⇒ neregulárńı nesťredová

1 vlastńı č́ıslo nulové (λ1,2 = −3
2 ±

√
609
2 )

p̌ŕımka sťredů: X =

 1
2
1
2
0

+

 − 1
10
7

10
1

 t, (nálež́ı kvadrice)

Hodnost matice K je 2.

Matice kvadriky
3
2 +

√
609
2 0 0 0

0 3
2 −

√
609
2 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0


dvojice r̊uznoběžných rovin(

3

2
+

√
609

2

)
x ′2 +

(
3

2
+

√
609

2

)
y ′2 = 0

(4x + 2y − z − 3)(2x − 4y + 3z + 1) = 0 (rozložeńım zadané rovnice)



Pomoc z MATLABu

Zadáńı matice, nap̌r. A =

(
a b c d
e f g h

)
Pro zadáńı matice použ́ıváme hranaté závorky [],
prvky v řádku oddělujeme mezerou,
jednotlivé řádky oddělujeme sťredńıkem:

A=[a b c d ; e f g h]

Př́ıstup k prvk̊um: pomoćı kulatých závorek a index̊u

A(2,3) = 0

Výpočet determinantu

Delta = det(A)

delta = det(A(1:end-1, 1:end-1))

Výpočet vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u

[vlv, vlc] = eig(A)

Budou vytvǒreny 2 matice:
vlv: obsahuje sloupce, odpov́ıdaj́ıćı vlastńım vektor̊um
vlc: diagonálńı matice, která má na hlavńı diagonále vlastńı č.
Řešeńı soustavy rovnic Ax = b:

x=A\b
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