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Cirkulace, Greenova věta

Je-li C uzav̌rená ǩrivka integrál∫
C

~f d~s označujeme

∮
C

~f d~s

Necht’ jednoduchá uzav̌rená ǩrivka ohraničuje oblast D. Křivka je
orientována kladně vzhledem k oblasti D právě tehdy, když p̌ri
pohybu po ǩrivce ve směru orientace z̊ustává oblast D stále po levé ruce.
Greenova věta
Předpoklady:
1. Vektorová funkce dvou proměnných ~f (x , y) = (U(x , y),V (x , y)) má
spojité parciálńı derivace v oblasti D ⊂ E2.
2. C je kladně orientovaná, uzav̌rená, jednoduchá, po částech hladká
ǩrivka v D taková, že Int C ⊂ D.
Tvrzeńı: ∮

C

~f d~s =

∫∫
IntC

(
∂V

∂x
− ∂U

∂y

)
dxdy

Poznámka: Je-li ǩrivka C záporně orientovaná a p̌redpoklady věty jsou
splněny, plat́ı tvrzeńı věty se znaménkem ḿınus p̌red dvojným integrálem.



Př́ıklad

U(x , y) = y2ex − y3, V (x , y) = 2yex − 3
maj́ı spojité parciálńı derivace v E2

c = c1 ∪ c2 je uzav̌rená, jednoduchá, po částech hladká ǩrivka v E2,

Int c = {[x , y ] ∈ E2 : x2 +
y2

4
≤ 1, x ≥ 0}

Je vhodné použ́ıt Greenovu větu:
∂V

∂x
− ∂U

∂y
= 2yex − 2yex + 3y2 = 3y2

Zobecněné polárńı soǔradnice:
x = r cosϕ, y = 2r sinϕ, 0 ≤ r ≤ 1,−π

2 ≤ ϕ ≤
π
2 , dxdy = 2r drdϕ∮

c

(U,V ) d~s =

∫ π
2

−π
2

∫ 1

0

24r3 sin2 ϕ dr dϕ =
24

4
· 1

2
π = 3π



Př́ıklad

Vektorové pole neńı definované v bodě [0, 0], který lež́ı v Int c .
Proto Greenovu větu nelze použ́ıt.

Integrál

∮
c

~f d~s existuje. Vypočteme pomoćı parametrizace ǩrivky c .

P(t) = [4 cos t, 4 sin t], t ∈ 〈0, 2π), Ṗ(t) = (−4 sin t, 4 cos t),

~f (P(t)) =
2

16
(4 sin t, −4 cos t)∮

c

~f d~s =

∫ 2π

0

2

16
(4 sin t, −4 cos t) · (−4 sin t, 4 cos t) dt = −4π



Nezávislost ǩrivkového integrálu na integračńı cestě

1. Jestliže hodnota ǩrivkového integrálu II. druhu nezáviśı na tvaru ǩrivky,
lež́ıćı v oblasti D a spojuj́ıćı body A,B, ř́ıkáme, že tento integrál nezáviśı
na integračńı cestě mezi body A,B.
2. Plat́ı-li to pro libovolné dva body A,B z oblasti D , ř́ıkáme, že tento
integrál nezáviśı na integračńı cestě v oblasti D.

Věta
Necht’ vektorová funkce ~f (X ) = (P(X ),Q(X ),R(X )) má spojité parciálńı
derivace v oblasti D, v ńıž lež́ı hladká ǩrivka C s počátečńım bodem A a
koncovým bodem B. Pak plat́ı:

1. Křivkový integrál nezáviśı na integračńı cestě v oblasti D právě tehdy,
když P(X )dx + Q(X )dy + R(X )dz je totálńım diferenciálem kmenové
funkce h(X ),

to je právě tehdy, když vektorové pole ~f (X ) je potenciálové,

to je právě tehdy, když vektorové pole ~f (X ) je nev́ırové,

tedy rot ~f (X ) = ~o.

2. Křivkový integrál je v takovém p̌ŕıpadě roven rozd́ılu funkčńıch hodnot
kmenové funkce h(x , y , z) v koncovém a počátečńım bodě.



Potenciálńı pole v E2
Necht’ vektorová funkce ~f = (U,V ) má spojité parciálńı derivace v
jednoduše souvislé oblasti D a plat́ı :

∂V

∂x
− ∂U

∂y
= 0

Potom existuje funkce h(x , y) (kmenová funkce), pro kterou plat́ı

grad h = ~f

Jak určit potenciál.

Vyjdeme z definice gradientu: grad h =

(
∂h

∂x
,
∂h

∂y

)
= (U, V )

1
∂h

∂x
= U(x , y)⇒ h(x , y) =

∫
U(x , y) dx = h1(x , y) + C1(y)

2
∂h

∂y
= V (x , y)⇒ h(x , y) =

∫
V (x , y) dy = h2(x , y) + C2(x)

3 Kmenovou funkci h(x , y) vytvǒŕıme sloučeńım h1(x , y), h2(x , y), C1(y), C2(x),

p̌ričemž členy, které se vyskytuj́ı ve výrazech, zapisujeme do výsledného výrazu

pouze jedenkrát.



Př́ıklad

~f =

(2y − 3x2)︸ ︷︷ ︸
U(x ,y)

, 2(x − y)︸ ︷︷ ︸
V (x ,y)


1 Nutná podḿınka:

∂U

∂y
= 2 =

∂V

∂y
, D = E2

2

∫
U(x , y) dx =

∫
2y − 3x2 dx = 2xy︸︷︷︸

h1

− x3︸︷︷︸
C2(x)

+C1(y)

3

∫
V (x , y) dy =

∫
2x − 2y dy = 2xy︸︷︷︸

h2

− y2︸︷︷︸
C1(y)

+C2(x)

4 h(x , y) = 2xy − x3 − y2 + const



Př́ıklad
Mějme pole ~f = (U(x , y), V (x , y)), o kterém v́ıme, že je
potenciálńı, nap̌ŕıklad ~f =

(
y2 + y cos x + 6x , 2xy + sin x + 5

)
Z definice: grad h = ~f .

grad h(x , y) =

(
∂h

∂x
,
∂h

∂y

)
, tedy

∂h

∂x
= y2 + y cos x + 6x ,

∂h

∂y
= 2xy + sin x + 5

integraćı dostaneme

h(x , y) =

∫
y2 + y cos x + 6x dx = xy2 + y sin x + 3x2 + C1(y)

h(x , y) =

∫
2xy + sin x + 5 dx = xy2 + y sin x + 5y + C2(x).

C1(y) a C2(x) urč́ıme porovnáńım:

xy2 + y sin x + 3x2 + C1(y) = xy2 + y sin x + 5y + C2(x)

3x2 + K1(y) = 5y + C2(x)⇒ C1(y) = 5y , C2(x) = 3x2,

h(x , y) = xy2 + y sin x + 5y + 3x2 + konst



Př́ıklad: (sin2 y , (x sin 2y − 2y) )
1 Ově̌reńı nutné podḿınky:
∂U

∂y
= 2 sin y cos y = sin 2y =

∂V

∂y
, D = R2

2

∫
U(x , y) dx =

∫
sin2 y dx = x sin2 y + C1(y)

3

∫
V (x , y) dy =

∫
(x sin 2y−2y) dy = −x

2
cos 2y−y2 +C2(x)

4 Pozor! rovnaj́ı se x sin2 y a −x

2
cos 2y ?

−x

2
cos 2y = −x

2

(
cos2 y − sin2 y

)
=

−x

2

(
1− sin2 y − sin2 y

)
= −x

2
+ x sin2 y

takže∫
sin2 y dx = x sin2 y + C1(y) = −x

2
cos 2y +

x

2
+ C1(y)

5 h(x , y) = −x

2
cos 2y +

x

2
− y2 + C

6 Zkouška grad h = (hx , hy ) =

(
1− cos(2y)

2
, x sin(2y)− 2y

)



Jiný postup

Vycháźıme z definice gradientu: gradh =

(
∂h

∂x
,
∂h

∂y

)
= (U, V )

1 h1(x , y) urč́ıme stejně:
∂h

∂x
= U(x , y)⇒ h(x , y) =

∫
U(x , y) dx = h1(x , y) + C1(y)

2 C1(y) urč́ıme z podḿınky:
∂h

∂y
= V (x , y)⇒ ∂h1(x , y)

∂y
+

d C1(y)

d y
= V (x , y), tj.

C1(y) =

∫ (
Q(x , y)− ∂U1(x , y)

∂y

)
dy

Předcházej́ıćı p̌ŕıklad

1

∫
U(x , y) dx =

∫
sin2 y dx = x sin2 y + C1(y)

2 2x sin y cos y︸ ︷︷ ︸
x sin 2y

+
d C1(y)

d y
= x sin(2y)− 2y ⇒ C1(y) = y2

3 h(x , y) = x sin2 y − y2 + const = x (1−cos 2y)
2 − y2 + const



Potenciálńı pole v E3
Předpokládejme, že ~f má spojité parciálńı derivace v jednoduše souvislé oblasti
D ⊆ E3 a plat́ı: rot ~f = 0 v D.
Potom ~f je potenciálńı.
Př́ıklad: gravitačńı pole
Intenzita gravitačńıho pole, vytvǒreného hnotným bodem hmotnosti m, uḿıstěným v
počátku soǔradného systému E3 je

g(x , y , z) = −
κm(x~i + y~j + z~k)

(x2 + y2 + z2)
3
2

( pro x2 + y2 + z2 > 0)

Urč́ıme potenciál h pole ~g . Z rovnosti grad h = ~g máme 3 rovnice:

∂h

∂x
= −

κmx

(x2 + y2 + z2)
3
2

,
∂h

∂y
= −

κmy

(x2 + y2 + z2)
3
2

,
∂h

∂z
= −

κmz

(x2 + y2 + z2)
3
2

h(x , y , z) = −
∫

κmx

(x2+y2+z2)
3
2

dx ⇒ h(x , y , z) = κm√
x2+y2+z2

+ K1(y , z)

h(x , y , z) = −
∫ κmy

(x2+y2+z2)
3
2

dy ⇒ h(x , y , z) = κm√
x2+y2+z2

+ K2(x , z)

h(x , y , z) = −
∫

κmz

(x2+y2+z2)
3
2

dz ⇒ h(x , y , z) = κm√
x2+y2+z2

+ K3(x , y)

K1 = K2 = K3 = konst.

Vektorová funkce x~i + y~j + z~k = (x , y , z) bývá ve fyzice často nazývána ”radius
vektor”a označována ~r . Pomoćı této funkce lze ~g i h zapsat:

~g(~r) = −
κm~r

‖~r‖3
, h(~r) =

κm

‖~r‖
+ konst.


