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Cirkulace, Greenova véta

Je-li C uzaviend kf¥ivka integral

/ Fd§'oznaéujeme 7{ fds
c c

Necht jednoduchd uzav¥end k¥ivka ohranituje oblast D. K¥ivka je
orientovana kladné vzhledem k oblasti D pravé tehdy, kdyz pfi
pohybu po kfivce ve sméru orientace zlstdva oblast D stéle po levé ruce.
Greenova véta

Predpoklady:

1. Vektorova funkce dvou prom&nnych f(x,y) = (U(x,y), V(x,y)) ma
spojité parcidlni derivace v oblasti D C E,.

2. C je kladné& orientovand, uzavfend, jednoduchd, po &astech hladka
k¥ivka v D takova, Ze Int C C D.

Tvrzeni: VY
%fds-// ( ) dxdy
IntC 8X y

Poznamka: Je-li kfivka C zdporné orientovand a predpoklady vé&ty jsou
splnény, plati tvrzeni v&ty se znaménkem minus p¥ed dvojnym integralem.



Priklad

553.

Pomoci Greenovy véty vypoététe integral f(."."'.l" — y* 2ye™ — 3) . dF, kde

c=c,Ucy 0 { t,y] EEpa =0, y€ (2,20}, e {[z,y] € Eg; 42 +3* =4,
r = 0}, pricemz [0, 2] je pocatecni bod krivky ¢;. [3a])

U(x,y) =y’ —y*, V(x.y) = 2ye" =3
maji spojité parcidlni derivace v E;

¢ = ¢ U je uzaviend, jednoduchd, po &astech hladka k¥ivka v Ej,

Intc:{[x,y]eEz:xz—l—yZSl, x>0}

Je vhodné pouZit Greenovu vétu:
ov  ou

Ox 8y

Zobecné&né polarni soufadnice:
x=rcosp,y=2rsing,0<r<1,-5<¢p<7, dxdy =2r drdyp

e 24 1
f(u V) d§:/ / 24r3sin o dr dp = = - 7 =3x
c -5 J0 4 2

= 2ye* — 2ye* + 3y? = 3y?



Priklad

547. Vypoctete cirkulaci l‘

2(y, . - ; -
. po kladné orientované kiivee ¢ = {[z,y| € Ey;

r? 4 y"' 16}. Lze pouzit Greenovu vétu 7 ()(Ip:)\‘wll zduvodnéte! [~4m, nelze)

@ Vektorové pole neni definované v bodg& [0, 0], ktery leZi v Int c.
Proto Greenovu vé&tu nelze pouZit.

@ Integral %Fde‘f existuje. Vypoéteme pomoci parametrizace kFivky c.
c .
P(t) =[4cost, 4sint], t € (0, 27), P(t) = (—4sint, 4cost),
> 2
f(P(t)) = R(4sin t, —4cost)

27

> 2

° %fd§': / —(4sint, —4cost)-(—4sint, 4cost) dt = —4r
B o 16



Nezavislost kfivkového integralu na integrani cesté

1. Jestlize hodnota k¥ivkového integrélu Il. druhu nezavisi na tvaru kfivky,
lezici v oblasti D a spojujici body A, B, ¥ikdme, Ze tento integral nezavisi
na integraéni cesté mezi body A, B.

2. Plati-li to pro libovolné dva body A, B z oblasti D , ¥ikdme, Ze tento
integral nezdvisi na integralni cesté v oblasti D.

Véta

Necht vektorova funkce £F(X) = (P(X), Q(X), R(X)) mé spojité parcialni
derivace v oblasti D, v niZ lezi hladka k¥ivka C s pocate¢nim bodem A a
koncovym bodem B. Pak plati:

1. KF¥ivkovy integral nezdvisi na integraéni cesté v oblasti D pravé tehdy,
kdyz P(X)dx + Q(X)dy + R(X)dz je totalnim diferencidlem kmenové
funkce h(X),

to je pravé tehdy, kdyz vektorové pole F(X) je potencidlové,

to je pravé tehdy, kdyZ vektorové pole F(X) je nevirové,

tedy rot f(X) = 6.

2. K¥ivkovy integral je v takovém p¥ipad& roven rozdilu funkénich hodnot
kmenové funkce h(x,y, z) v koncovém a potatetnim bode.



Potencialni pole v E,
Necht vektorova funkce f = (U, V) m3 spojité parcidlni derivace v
jednoduse souvislé oblasti D a plati :

ov_ U _
ox Oy

Potom existuje funkce h(x,y) (kmenova funkce), pro kterou plati
grad h = f

Jak ur¢it potencial.

: ice aradientu T
Vyjdeme z definice gradientu: grad h= <8X7 ay) = (U, V)
oh
@ 5 = Ulxy) = hxy) = [ Uxy) de = hlxiy) + G()
oh
@ 5= Vixy) = hlxy) = [ Vi) dy = halx.y) + Cox)

© Kmenovou funkei h(x,y) vytvotime sloutenim hy(x,y), ha(x,y), Ci(y), Co(x),
pFri¢emz &leny, které se vyskytuji ve vyrazech, zapisujeme do vysledného vyrazu

pouze jedenkrat.



Priklad

f=1(2y —3x%),2(x — y)
N e,

U(x.y) V(x.y)
© Nutna podminka: 8—U 2:8—\/, D=E,
dy Oy
9/ (x,y) :/2y 3x2 dx = 2xy — x> +Ci(y)
h1 CQ( )
0/ (x,y) dy=/2x—2ydy—2xy— y? +G(x)
hz G(y)

Q h(x,y) =2xy — x> — y? + const



Priklad
M&jme pole f = (U(x, ¥): V(x,y)), o kterém vime, Ze je
potencidlni, napfiklad f= (y + y cos x + 6x, 2xy + sinx + 5)
Z definice: grad h = f.

grad h(x,y) = <g:, gg) tedy

Oh
Ox

integraci dostaneme

h(x,y) = /y2 + y cosx + 6x dx = xy? 4 ysinx + 3x + Cy(y)

oh
= y? + y cos x + 6x, a—z2xy+sinx+5
y

h(x,y) = /2xy+sinx+5 dx = xy? + ysinx + 5y + G(x).
Ci(y) a Gy(x) ur&ime porovnanim:
xy? 4+ ysinx + 3x% + Ci(y) = xy® + ysinx + 5y + Co(x)
3x%2 + Ki(y) = 5y + G(x) = Ci(y) = 5y, G(x) = 3x°,
h(x,y) = xy® + ysinx + 5y + 3x? + konst



Ptiklad: (sin2y (xsin2y —2y))
o

Ovéfeni nutné podminky:

%4
a—U =2sinycosy =sin2y = 8—, D = R?
dy Oy

(2] /U(x y) dx—/sinzy dx = xsin®y + Ci(y)

o / x,y)dy = /(xsin2y—2y) dy = —%cosz—y2+C2(x)

@ Pozor! rovnaji se xsin’y a —% cos2y ?
—;cos2y:—§< (cos2y—sin2y) = }
3 (1 —sin’y — sinzy) =3 + xsin?y

takze
/sin2y dx = xsin’y + Ci(y) = —% cos2y + % + Gi(y)
(5] h(x,y):—icos2y+f—y2+C
2 2
1-— 2
@ Zkouska grad h = (hy, hy) = (czs(y)7 xsin(2y) — 2y)



Jiny postup
Vychdzime z definice gradientu: gradh = <g:, g}/j) =(U, V)

@ hi(x,y) uréime stejné:

h
vl U(x,y) = h(x,y) = / U(x,y) dx = hi(x,y) + Gi(y)
@ Ci(y) uréime z podminky:
Oh ohi(x,y)  d G(y)

on _ — vV i
dy V(x,y) = By + 1y (x,¥). tj

8Ul(X7y)
= - — ] d
a) = [ (@) - 248
PY¥edchazejici p¥iklad
(1) / U(x,y) dx = /sinzy dx = xsin®y + Cyi(y)

Ci(y)
dy

2

d
@ 2xsinycosy + =xsin(2y) =2y = Gi(y) =y
—

xsin2y

@ h(x,y) = xsin>y — y? + const = x% — y? + const



Potencialni pole v [E3
P¥edpoklddejme, Ze f ma spojité parcialni derivace v jednoduse souvislé oblasti
D C E3 a plati: rot f=o0vD.
Potom f je potencialni.
Ptiklad: gravita¢ni pole
Intenzita gravita¢niho pole, vytvofeného hnotnym bodem hmotnosti m, umisténym v
pot&atku soufadného systému E3 je

km(xi + yj + zKk)
(2 +y2 + 2

Ur¢ime potencidl h pole g. Z rovnosti grad h = & mame 3 rovnice:

g(x,y,z) = — (pro x> +y?+2%2>0)

oh Kmx oh Kmy oh Kmz

x (x2+y2 +22)3 Oy (x2+y2 +22)3 Oz (x2 + y2 + 22)3
h(x,y,z) = — [ —E™ — dx = h(x,y,z —L£M 4 Ki(y,z
Coy.2) f%w#ﬂ Cov2) = Fama thaln )
A _ kmy 4y h —__sm__ K
(x,¥,2) S T y = h(x,y,2) \/W-‘r 2(x, 2)
h(x,y,z) = = [ —""— dz = h(x,y,z) = + Ks(x,y)

/2+2+2

. 13
X2+y2+zz)§
K1 = Ko = K3 = konst.

Vektorova funkce xi + yf—i— zk = (x,y,z) byva ve fyzice &asto nazyvéana "radius
vektor”a ozna&ovana 7. Pomoci této funkce Ize & i h zapsat:

g(n=-

F’
||ﬂ\37 h(F) = ™+ konst.

\HI



