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Existence (p̌ripomenut́ı)
Mějme spojitou hladkou ǩrivku k zadanou
vektorovou funkćı ~p(t) = (x(t), y(t), z(t)), kladně
orientovanou vzhledem k parametru t ∈ 〈a, b〉.
Interval 〈a, b〉 rozděĺıme posloupnost́ı bodů
a = t0 < t1 < t2 · · · < tn = b na d́ılč́ı intervaly.
Tomuto děleńı odpov́ıdá rozděleńı ǩrivky k na n jed-
noduchých hladkých ǩrivek k1, k2, . . . , kn.
Označ́ıme ∆ délku i-té d́ılč́ı ǩrivky, i = 1, 2, . . . , n.
Na každé d́ılč́ı ǩrivce ki libovolně zvoĺıme bod
Mi = [x(ti ), y(ti ), z(ti )], kterému odpov́ıdá hod-
nota parametru ti . V každém bodě Mi sestroj́ıme
tečný vektor τi = τ(Mi ), který orientujeme sou-
hlasně s ǩrivkou k. V možině D, ve které lež́ı ǩrivka
k, mějme definované, omezené a spojité: skalárńı
funkci f (x , y , z) a vektorovou funkci ~F (x , y , z).

Tyto funkce nabývaj́ı v bodech Mi hodnot f (Mi ) = f (x(ti ), y(ti ), z(ti )), ~F (Mi ).

Vytvǒŕıme součiny f (Mi )∆si a skalárńı součiny ~F (Mi )τi∆si .

Vytvǒŕıme integrálńı součty
n∑

i=1

f (Mi )∆si

n∑
i=1

~F (Mi )τi∆si

Existuje-li pro n→∞ a ∆si → 0 pro všechna i = 1, . . . n limita intergálńıho součtu,
nazveme tuto limitu ǩrivkovým integrálem funkce f (x , y , z) po ǩrivce k, resp.

vektorové funkce ~F (x , y , z) po kladně orientované ǩrivce k.
Pro skalárńı funkci f (x , y , z) ǩrivkový integrál nezáviśı na orientaci ǩrivky.

Množinou integrace ǩrivkového integrálu je rovinná nebo prostorová ǩrivka.



Výpočet ǩrivkového integrálu (p̌ripomenut́ı)
1 Parametrické vyjáďreńı ǩrivky:

P(t) = [x(t), y(t), z(t)] , t ∈ 〈a, b〉 orientace - souhlasná?

2 Vypoč́ıtáme derivace (tečný vektor)

Ṗ(t) = (ẋ(t), ẏ(t), ż(t))

a urč́ıme

ds = ‖Ṗ(t)‖ =
√

ẋ2 + ẏ2 + ż2 dt︸ ︷︷ ︸
pro skalárńı funkci

resp. d~s = Ṗ(t) dt︸ ︷︷ ︸
pro vektorovou funkci

3 Vyjáďŕıme f (P(t))

4

pro skalárńı funkci︷ ︸︸ ︷∫
C
f ds =

∫ b

a
f (P(t)) ‖Ṗ(t)‖ dt resp.

pro vektorovou funkci︷ ︸︸ ︷∫
C

~f d~s = ±
∫ b

a

~f (P(t)) · Ṗ(t)dt

• Pro ǩrivku vyjáďrenou explicitně y = g(x)

lze p̌ri P(t) = [t, y(t)] vyjáďrit ds =
√

1 + ẏ2

• Pro vektorovou funkci ~f = (U,V ,W ) lze zapsat d~s = (dx ,dy ,dz)

a ~f · Ṗ(t) dt = Udx + Vdy + Wdz



Př́ıklad 1

∫
C

(x + y , x − y) d~s C je část rovnoosé hyperboly y =
1

x
, x ∈ 〈2, 3〉

1 P(t) = [t,
1

t
], t ∈∈ 〈2, 3〉

2 Ṗ(t) =

(
1, − 1

t2

)
3 ~f (P(t)) =

(
t +

1

t
, t − 1

t

)
4

∫
C

(x + y , x − y) d~s =

∫ 3

2

(
t +

1

t
, t − 1

t

)
·
(

1, − 1

t2

)
dt =

=

∫ 3

2

(
t +

1

t
− 1

t
+

1

t3

)
dt =

185

72



Př́ıklad 2

∫
C

(x , y2, z3) d~s C je úsečka AB :
A = [0, 0, 0]
B = [4, 3, 2]

, od bodu A.

1 P(t) = [4t, 3t, 2t], t ∈ 〈0, 1〉
2 Ṗ(t) = (4, 3, 2)

3 ~f (P(t)) =
(
4t, 9t2, 8t3

)
4

∫
C

(x , y2, z3 d~s =

∫ 1

0

(
4t, 9t2, 8t3

)
· (4, 3, 2) dt =

=

∫ 1

0

(
16t + 27t2 + 16t3

)
dt = 21



Př́ıklad 3

∫
C

(x , y) d~s C je část elipsy
x2

16
+

y2

9
= 1,

od bodu A = [4, 0] do bodu B = [0, 3].

1 P(t) = [4 cos t, 3 sin t], t ∈ 〈0, π
2
〉

2 Ṗ(t) = (−4 sin t, 3 cos t)

3 ~f (P(t)) = (4 cos t, 3 sin t)

4

∫
C

(x , y) d~s =

∫ π
2

0

(4 cos t, 3 sin t) · (−4 sin t, 3 cos t) dt =

=

∫ π
2

0

−7 cos t sin t dt =
7

2


