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Trojrozměrný Riemannův integrál na kvádru

Mějme funkci ťŕı nezávisle proměnných u = f (x , y , z) spojitou a
omezenou v kvádru

G = {(x , y , z : x ∈ 〈a, b〉, y ∈< 〈c , d〉, z ∈ 〈e, h〉}

. ∫∫∫
G
f (x , y , z) dxdydz

Integrál poč́ıtáme p̌revedeńım na trojnásobný – trojnásobnou
integraćı funkce jedné proměnné.∫∫∫

G
f (x , y , z) dxdydz =

∫ b

a

(∫ d

c

(∫ h

e
f (x , y) dz

)
dy

)
dx



Př́ıklady: obor integrace – kvádr – konstantńı meze

1 I =

∫∫∫
G

ln xyz dxdydz ,

G = {[x , y , z ] : x ∈ 〈1, 2〉, y ∈ 〈0, 1〉, z ∈ 〈0, 1〉

I =

∫ 2

1

∫ 1

0

∫ 1

0
yz ln x︸ ︷︷ ︸

f1(x)f2(y)f3(z)

dzdydx =

∫ 2

1
ln xdx ·

∫ 1

0
ydy ·

∫ 1

0
z dz = . . . =

1

4
(2 ln 2− 1)

2 I =

∫∫∫
G

(
1

x
+

2

y
+

3

z

)
dxdydz ,

G = {[x , y , z ] : x ∈ 〈1, 2〉, y ∈ 〈1, 2〉, z ∈ 〈1, 2〉

I =

∫ 2

1

(∫ 2

1

(∫ 2

1

(
1

x
+

2

y
+

3

z

)
dx

)
dy

)
dz = . . . = 6 ln 2

Nejprve urč́ıme vniťrńı ... postupujeme zevniťr ven



Elementárńı obor integrace
Ω je ohraničena uzav̌renou plochou, která sama
sebe neprot́ıná; rovnoběžky s osou z , vedené
jej́ımi vniťrńımi body, ji prot́ınaj́ı ve dvou bodech.
Pravoúhlý pr̊umět Ω1 plochy Ω do roviny os xy

je mě̌ritelná uzav̌rená množina v E2,
z=f1(x , y) a z=f2(x , y) jsou spojité funkce na Ω1,
pro které plat́ı: f1(x , y) ≤ f2(x , y), ∀ [x , y ] ∈ Ω1.
Pak množinu

Ω = {[x , y , z ]} ∈ E3, f1(x , y) ≤ z ≤ f2(x , y)}
nazýváme EOI vzhledem k rovině xy .

Určeńı Ω nerovnicemi provedeme následuj́ıćım způsobem.
Urč́ıme-li pravoúhlý pr̊umět výše popsané uzav̌rené plochy do roviny os xy ,
pak dotyková válcová plocha rozděĺı danou uzav̌renou plochu na dvě části,
které lze vyjáďrit rovnicemi z = f1(x , y) a z = f2(x , y).
Plat́ı f1(x , y) ≤ z ≤ f2(x , y), tj. z ∈ 〈f1(x , y), f2(x , y)〉 .
Pravoúhlým pr̊umětem dané uzav̌rené plochy do soǔradnicové roviny os xy
je rovinná oblast Ω1, která EOI vzhledem k ose x nebo vzhledem k ose y .
Stejným způsobem jako pro dvojný integrál lze stanovit nerovnice,

které vyjaďruj́ı množinu Ω1 jako EOI vzhledem k ose x , respektive ose y .



Pǒrad́ı integrace a Fubiniho věta
Jestliže je funkce f (x , y , z) spojitá na množině Ω, pro kterou plat́ı:

Ω :
x1 ≤ x ≤ x2

g1(x) ≤ y ≤ g2(x)

}
Ω1

EOIx
f1(x , y) ≤ z ≤ f2(x , y)

EOIxy ,

pak plat́ı:∫∫∫
Ω

f (x , y , z) dxdydz =

∫ x2

x1

∫ g2(x)

g1(x)

∫ f2(x,y)

f1(x,y)

f (x , y , z) dzdydx

Pro p̌revedeńı na trojnásobný integrál je nutné množinu Ω analyticky
vyjáďrit v takovém tvaru, aby :
meze vněǰśıho integrálu byly konstantńı,
meze prosťredńıho integrálu mohou být funkćı nejvýše jedné proměnné
a meze vniťrńıho integrálu mohou být funkćı nejvýše dvou proměnných.

Obvykle postupujeme tak, že nejprve vyjáďŕıme meze proměnné z .
Pak urč́ıme pravoúhlý pr̊umět Ω1 integračńı množiny Ω do soǔradnicové

roviny os xy :

∫∫∫
Ω

f (x , y , z) dxdydz =

∫∫
Ω1

∫ f2(x,y)

f1(x,y)

f (x , y , z) dz dxdy

Množinu Ω1 nakonec vyjáďŕıme jako EOI vzhledem k ose x nebo jako
EOI vzhledem k ose y , jako pro dvojný integrál.



Př́ıklad: určeńı nerovnic

Nerovnice určuj́ıćı množinu Ω ⊂ E3 , která je ohraničena rovinami
x = 0, y = 0, z = 0, 2x + 2y + z − 6 = 0.

Nerovnice pro z : 0 ≤ z ≤ 6− 2x − 2y
Pravoúhlý pr̊umět Ω do roviny z = 0:

2x + 2y − 6 = 0⇒ x + y = 3

Ω1 :
x + y ≤ 3

x ≥ 0, y ≥ 0

∫∫∫
Ω
f (x, y, z) dxdydz =

∫∫
Ω1

∫ 6−2x−2y

0
f (x, y, z) dz dxdy

nerovnice v rovině z = 0: nap̌r.
0 ≤ x ≤ 3
0 ≤ y ≤ 3− x∫∫∫

Ω
f (x , y , z) dxdydz =

∫ 3

0

∫ 3−x

0

∫ 6−2x−3y

0
f (x , y , z) dzdydx



Př́ıklad: určeńı nerovnic
Nerovnice určuj́ıćı množinu Ω ⊂ E3 , která je ohraničena

plochami dvou paraboloidů z =
1

2
(x2 + y2), z = 4− 1

2
(x2 + y2).

Nerovnice pro z :

1

2
(x2 + y2) ≤ z ≤ 4− 1

2
(x2 + y2)

Pravoúhlý pr̊umět Ω do roviny xy :
1
2 (x2 + y2) = 4− 1

2 (x2 + y2)

Ω1 :x2 + y2 ≤ 4

−2 ≤ x ≤ 2

−
√

4− x2 ≤ y ≤
√

4− x2

x = r cosϕ
y = r sinϕ

∫∫∫
Ω

f (x , y , z)dxdydz =

∫∫
Ω1

∫ 4− 1
2 (x2+y2)

1
2 (x2+y2)

f (x , y , z) dz dxdy



Př́ıklad: výpočet
Vypočtěte integrál

∫∫∫
Ω

(x2 + y2) dxdydz ,

Ω je ohraničena plochami
x = 0, y = 0, z = 0, x + y = 2, x + y − z = 0.
Řešeńı

nerovnice pro z : 0 ≤ z ≤ x + y

pr̊umět: x = 0, y = 0, x + y = 2

nerovnice pro x , y :
0 ≤ x ≤ 2
0 ≤ y ≤ 2− x

zápis trojnásobného integrálu:∫∫∫
Ω

(x2 + y2) dxdydz =

∫ 2

0

∫ 2−x

0

∫ x+y

0
(x2 + y2) dzdydx

integrace ∫ 2

0

∫ 2−x

0

∫ x+y

0
(x2 + y2) dzdydx = . . .
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Transformace v trojrozměrném integrálu
Pro vyjáďreńı integračńı množiny, kterou tvǒŕı rotačńı (nebo eliptický)
válec nebo jeho část, p̌ŕıpadně koule nebo jej́ı část (elipsoid nebo jej́ı
část) jsou vhodné válcové (cylindrické) nebo sférické soǔradnice.

Obecně jsou transformace v trojrozměrných integrálech dány rovnicemi

x = u(r , s, t), y = v(r , s, t), z = w(r , s, t),

kde funkce u(r , s, t), v(r , s, t),w(r , s, t) , Ω∗ → Ω, jsou spojitě diferencovatelné v Ω∗.
V trojrozměrném integrálu plat́ı∫∫∫

Ω

f (x , y , z)dxdydz =

∫∫∫
Ω∗

f (u(r , s, t), v(r , s, t),w(r , s, t))|J|drdsdt,

kde jakobián |J| 6= 0 v Ω∗.
Pro jakobián transformace plat́ı

J =

∣∣∣∣∣∣∣
∂x
∂r

∂x
∂s

∂x
∂t

∂y
∂r

∂y
∂s

∂y
∂t

∂z
∂r

∂z
∂s

∂z
∂t

∣∣∣∣∣∣∣
podrobněji skripta II.9, str.71



Transformace do válcových (cylindrických) soǔradnic
Trojici kartézských soǔradnic x , y , z nahrad́ıme trojićı válcových
soǔradnic r , ϕ,w . Význam válcových soǔradnic r a ϕ je stejný
jako v p̌ŕıpadě polárńıch soǔradnic u dvojrozměrných integrál̊u,
ťret́ı soǔradnice z se neměńı.
V trojúhelńıku OPX0 plat́ı cosϕ = x

r , sinϕ = y
r .

Odtud pro r 6= 0 plat́ı x = r cosϕ, y = r sinϕ .
Transformačńı rovnice:

x = r cosϕ
y = r sinϕ
z = w

Pro jakobián transformace plat́ı: J =

∣∣∣∣∣∣
cosϕ −r sinϕ 0
sinϕ r cosϕ 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = r



Transformace do sférických soǔradnic
Trojici kartézských soǔradnic x , y , z

nahrad́ıme trojićı sférických soǔradnic r , ϕ, ϑ.
Význam soǔradnic r , ϕ, ϑ:
r : (r ≥ 0) vzdálenost bodu X = [x , y , z ] od počátku soustavy soǔradnic.
ϕ: orientovaný úhel mě̌rený v soǔradnicové rovině os xy od kladného
směru osy x po pr̊uvodič bodu [x , y , 0] v kladném smyslu.
ϑ: orientovaný úhel od pr̊uvodiče bodu [x , y , 0] po pr̊uvodič bodu [x , y , z ]
v kladném smyslu.
Transformačńı rovnice

x = r cosϑ cosϕ
y = r cosϑ sinϕ
z = r sinϑ
dxdydz = r2 cosϑ drdϕdϑ

v rovině xy :
∆OAX0

A = [x , 0, 0]

x = r ′ cosϕ
y = r ′ sinϕ

v rovině zOX0:
∆XOX0

r ′ = r cosϑ
z = r sinϑ
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Aplikace trojrozměrného integrálu

Objem tělesa Ω: V =

∫∫∫
Ω

1 dxdydz

Hmotnost tělesa určeného množinou Ω, jehož hustota v každém
bodě X (x , y , z) je dána funkćı ρ = ρ(x , y , z), je určena vztahem

m =

∫∫∫
Ω

ρ(x , y , z) dxdydz

Statický moment tělesa vzhledem k

rovině xy : mxy =

∫∫∫
Ω

z ρ(x , y , z) dxdydz

rovině yz : myz =

∫∫∫
Ω

x ρ(x , y , z) dxdydz

rovině xz : mxz =

∫∫∫
Ω

y ρ(x , y , z) dxdydz

Soǔradnice těžǐstě T = (Tx ,Ty ,Tz) tělesa Ω jsou

Tx =
myz

m
Ty =

mxz

m
Tz =

mxy

m



Moment setrvačnosti

Moment setrvačnosti tělesa Ω vzhledem k

rovině xy : Jxy =

∫∫∫
Ω

z2 ρ(x , y , z) dxdydz

rovině yz : Jyz =

∫∫∫
Ω

x2 ρ(x , y , z) dxdydz

rovině xz : Jxz =

∫∫∫
Ω

y2 ρ(x , y , z) dxdydz

Moment setrvačnosti tělesa Ω rotuj́ıćıho kolem

osy x : Jx =

∫∫∫
Ω

(y2 + z2) ρ(x , y , z) dxdydz

osy y : Jy =

∫∫∫
Ω

(x2 + z2) ρ(x , y , z) dxdydz

osy z : Jz =

∫∫∫
Ω

(x2 + y2) ρ(x , y , z) dxdydz

Moment setrvačnosti tělesa Ω vzhledem k počátku

• J0 =

∫∫∫
Ω

(x2 + y2 + z2) ρ(x , y , z) dxdydz
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