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Trojrozmérny Riemanniv integral na kvadru

M&jme funkci t¥ nezdvisle prom&nnych u = f(x,y, z) spojitou a
omezenou v kvadru

G=A{(x,y,z:x€e(a,b),y €< (c,d),ze (e, h)}

/ / /G f(x,y,z) dxdydz

Integral po&itdame pfevedenim na trojnasobny — trojnasobnou
integraci funkce jedné proménné.

///G f(x,y,2) dxdydz:/ab (/d </h f(x,y) dz> dy) dx



Ptiklady: obor integrace — kvadr — konstantni meze

Q0 /= /// In x¥* dxdydz,
G

G=A{[xy,z] : x€(1,2), ye (0, 1), z€ (0, 1)

2 1l pl
| = / yzInx dzdydx =
o Jo N——

fi(x)f(y)f(2)

/2Inxdx-/1 ydy./olzdz:... :%(2|n2—1)
e/_/// ( 2y )dxdydz,

—{[X y,z]:x€(1,2), y (L, 2), ze (1, 2)

L Gy o

Nejprve uréime vnitfni ... postupujeme zevnit¥ ven



Elementarni obor integrace

Q je ohraniena uzavfenou plochou, kterd sama
sebe neprotind; rovnobézky s osou z, vedené
jejimi vnitfnimi body, ji protinaji ve dvou bodech.
Pravouhly primét Q; plochy Q do roviny os xy
je méFitelnd uzavfend mnozina v E,,
z=f1(x,y) a z=h(x, y) jsou spojité funkce na Qj,
pro které plati: fi(x,y) < f(x,y), ¥ [x,y] € Q1.
Pak mnoZinu
Q= {[x,y,2]} € B3, fi(x,y) <z < h(x,y)}
nazyvdme EOI vzhledem k rovin& xy.
Ur&eni Q nerovnicemi provedeme nésledujicim zpisobem.

Uréime-li pravolhly primét vySe popsané uzaviené plochy do roviny os xy,
pak dotykova valcovd plocha rozdé&li danou uzavfenou plochu na dvé ¢&3sti,
které Ize vyjad¥it rovnicemi z = fi(x,y) a z = fr(x, y).

Plati fi(x, y) < z < fo(x, ), ti. z € (A(x,y), fa(x,y)) -

Pravouhlym primétem dané uzaviené plochy do soufadnicové roviny os xy
je rovinnd oblast Q, ktera EOI vzhledem k ose x nebo vzhledem k ose y.

Stejnym zplsobem jako pro dvojny integral lze stanovit nerovnice,

které vyjad¥uji mnoZinu Q; jako EOI vzhledem k ose x, respektive ose y.
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Pofadi integrace a Fubiniho véta
Jestlize je funkce f(x,y, z) spojitd na mnoZzin& Q, pro kterou platf:

x1 < x <X QU
Q: gi(x)<y<g@(x) | EOIl EOl,,
filx,y) <z < h(x,y)

pak plati:

X2 rga(x)  ph(xy)
/// f(x,y,z) dxdydz :/ / / f(x,y,z) dzdydx
Q X1 gl(x) fl(xvy)

Pro pfevedeni na trojndsobny integral je nutné mnoZinu Q analyticky
vyjad¥it v takovém tvaru, aby :

meze vnéjsiho integralu byly konstantni,

meze prostfedniho integralu mohou byt funkci nejvyse jedné proménné
a meze vnit¥niho integralu mohou byt funkci nejvySe dvou proménnych.
Obvykle postupujeme tak, Ze nejprve vyjaddiime meze proménné z.

Pak urtime pravodhly primé&t €y integra¢ni mnoZziny 2 do soufadnicové

fa(xy)
roviny 0s xy: /// f(x,y,z) dxdydz = // / f(x,y,z) dz dxdy
Q Q Jfi(x,y)

MnoZinu €3 nakonec vyjidd¥ime jako EOIl vzhledem k ose x nebo jako
EOI vzhledem k ose y, jako pro dvojny integril.



P¥iklad: uréeni nerovnic

Nerovnice urlujici mnoZinu 2 C E3 , ktera je ohrani¢ena rovinami
x=0,y=0,z=0,2x+2y+z—-6=0.

Nerovnice pro z: 0 < z < 6 — 2x — 2y
Pravodhly primét Q do roviny z = 0:

ME

2x+2y —6=0=>x+y =3
- x+y<3
Yx>0,y>0

6—2x—2y
/// f(x,y,z) dxdydz = / / f(x,y,z) dz dxdy
Q JJa; Jo

2x+ly+z-6=0

nerovnice v rovin€ z = 0: napf¥. 5
0<x<3 y
0<y<3-x

3 p3—x p6—2x—3y
/// f(x,y,z) dxdydz = / / / f(x,y,z) dzdydx
Q 0 JO 0



P¥iklad: uréeni nerovnic

Nerovnice urlujici mnoZinu Q C E3 , kterad je ohrani¢ena

1
plochami dvou paraboloidi z = E(x2 +y?),

Nerovnice pro z:

Pravodhly primét Q do roviny xy :
(6 +y?) =4-303+y?)

0 :x2—|—y2§4

2<x<2 X = rcosp
—V4-x2<y<Va-x> y=rsing

[ rtvapsaraz= [[ [

1
2

— (2 +y?)

1
z=4- §(x2+y2).

1,2, 2
=L@ry)

1 (x*+y?)

f(x,y,z) dz dxdy



Ptiklad: vypocet
Vypottéte integral /// x? + y?) dxdydz,

Q je ohrani&ena plochami
)S:O,yzo,z:O,x+y:2,x+y—z:0.
Reseni

@ nerovniceproz:0<z<x+y

@ primét: x=0, y=0, x+y =2

0<x<?2
@ nerovnice pro X, y: 0<y<2-

@ zapis trojnasobného integrilu:

2 2—x xX+y
/// (x%+y?) dxdydz = / / / (x* +y?) dzdydx
Q 0o Jo 0

@ integrace

2 pr2—x  px+y
/ / / (x*> + y?) dzdydx = ...
0 JoO 0
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Transformace v trojrozmérném integrdlu
Pro vyjadfeni integra&ni mnoZiny, kterou tvofi rota¢ni (nebo elipticky)
valec nebo jeho &ast, pfipadné& koule nebo jeji &ast (elipsoid nebo jeji
¢ast) jsou vhodné valcové (cylindrické) nebo sférické soutadnice.
Obecné jsou transformace v trojrozmérnych integrélech dany rovnicemi

x=u(r,s,t),y =v(r,s,t),z=w(r,s,t),

kde funkce u(r,s,t),v(r,s,t),w(r,s,t), Q* — Q, jsou spojité diferencovatelné v Q*
V trojrozmérném integralu plati

/// x,y,z)dxdydz = /// (rys,t),v(r,s,t),w(r,s,t))|J|drdsdt,

kde jakobidn |J| # 0 v Q*.
Pro jakobian transformace plati

ox  ox  ox
or Os ot
J=| &z @z G
or Js ot
9z 0z Oz
or Os ot

podrobnéji skripta 11.9, str.71



Transformace do vélcovych (cylindrickych) soufadnic

Trojici kartézskych soufadnic x, y, z nahradime trojici valcovych
soutadnic r, ¢, w . Vyznam vdlcovych soufadnic r a ¢ je stejny
jako v pfipad€& polarnich soufadnic u dvojrozmérnych integrali,
tfeti soutadnice z se neméni.

V trojihelniku OPXp plati cosp = %, singp = £.
Odtud pro r # 0 plati x = rcosg, y = rsinyp .

Transformacni rovnice:

X = rcosp
y=rsinp
z=w

X, (=y.0)

cosp —rsinep 0
Pro jakobidn transformace plati: J=| sinp rcosp 0 |=r
0 01



Transformace do sférickych soutadnic

Trojici kartézskych soutadnic x,y, z
nahradime trojici sférickych soufadnic r, ¢, .

Vyznam soufadnic r, p, 9:

r: (r > 0) vzdélenost bodu X = [x,y, z] od potdtku soustavy soufadnic.

: orientovany Uhel méfeny v soutadnicové roviné€ os xy od kladného

sméru osy x po privodi¢ bodu [x,y,0] v kladném smyslu.

¥ orientovany thel od privodite bodu [x, y, 0] po privodi¢ bodu [x,y, Z]

v kladném smyslu.

Transforma&ni rovnice

z
X =r cost cos¢p X =[xy,2]

y =r cos? sing [

z=r sind '

dxdydz = r? cos ) drdipd? : :

|

Vv roviné xy : v roving& zOXp: '

AOAXy AXOXo ol/v :

A=[x,0,0] :

el d

x = r'cosp r' = rcosv N
y=r'singp z=rsind e +Xo = [x,y,0]



P¥iklady
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Aplikace trojrozmérného integralu

@ Objem télesa Q2: V = /// 1 dxdydz
Q

@ Hmotnost télesa uréeného mnoZinou €, jehoZ hustota v kazdém
bodé X(x,y, z) je ddna funkci p = p(x,y, z), je uréena vztahem

m= ///Q p(x,y,z) dxdydz

@ Staticky moment télesa vzhledem k

o rovin& xy: m,, = /// z p(x,y,z) dxdydz
Q

o roviné yz: my, = /// x p(x,y,z) dxdydz
o}

e roving& xz: m,, = /// y p(x,y,z) dxdydz
Q

@ SouYadnice tézisté T = (T,, T,, T,) t&lesa Q jsou

T,o="2 1 = T, =
m m m

my, myy,




Moment setrva&nosti

@ Moment setrvacnosti télesa 2 vzhledem k

e roving xy: J,, = ///Q 22 p(x,y,z) dxdydz

o roviné yz: J,, = ///Q x2 p(x,y,z) dxdydz

e roving xz: J,, = ///Q y? p(x,y,z) dxdydz

@ Moment setrvanosti télesa Q2 rotujiciho kolem
e osy x: Jy = ///Q(y2 + 2°%) p(x,y,z) dxdydz
o osy y: J, = ///Q(x2 + 2°) p(x,y, z) dxdydz
e osy z: J, = ///Q(x2 +y?) p(x,y,z) dxdydz

@ Moment setrvanosti télesa Q2 vzhledem k pocatku

o b= [[[ 6245242 plxy.z) deaydz
Q
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