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Př́ıklad
z = x2 + xy + y2 − 3 Matice kvadratické plochy

K =


1 0.5 0 0

0.5 1 0 0
0 0 0 −0.5
0 0 −0.5 −3

k =

 1 0.5 0
0.5 1 0
0 0 0


∆ 6= 0
δ = 0
λ1 = 0
λ2 = 1

2
λ3 = 3

2

PLOCHA
z = x2 + xy + y2 − 3

ELIPTICKÝ PARABOLOID

IZOKŘIVKY
z = const ⇒ x2 + xy + y2 = C

ELIPSY



Je jedna izoǩrivka funkce?
z = x2 + xy + y2 − 3
z = F (x , y)
PLOCHA

ELIPTICKÝ PARABOLOID

z = 0⇒ x2 + xy + y2 = 3

y
?
=g(x)

jedna izoǩrivka

obecně F (x , y) = C neńı funkce

ALE v okoĺı bodu [1, 1] ∈ D(F )

je rovnićı F (x , y) = 0
definovaná funkce
jedné proměnné (y = g(x))



x2 + xy + y 2 − 3 = 0 v okoĺı [1, 1]
Rovnićı x2 + xy + y2 − 3 = 0 v okoĺı [1, 1] je definovaná funkce
jedné proměnné , ale y = g(x) neuḿıme z rovnice vyjáďrit.
Vlastnosti funkce y = g(x) zjist́ıme z derivaćı této funkce.
Derivace 1. řádu.

zderivujeme rovnici:
d

dx

(
x2 + xy(x) + y2(x)− 3

)
=

d

dx
(0)

2x + y(x) + xy ′(x) + 2y(x)y ′(x) = 0

y ′(x + 2y(x)) = −2x − y(x)

a vyjáďŕıme y ′(x) = −2x + y(x)

x + 2y(x)
.

Derivace 2. řádu: zderivujeme derivaci

y ′′ = −(2 + y ′(x))(x + 2y(x)) − (2x + y(x))(1 + 2y ′(x))

(x + 2y(x))2

Pro funkci y = g(x)
v bodě x = 1
plat́ı:

y(1) = 1
y ′(1) = −1
y ′′(1) = −2

3

⇒ klesaj́ıćı
konkávńı



Funkce, zadaná implicitně rovnićı F (x , y) = 0

z = F (x , y) F (x , y) = 0

Pro funkci dvou proměnných je rovnićı F (x , y) = 0 popsána izoǩrivka.

Pokud v bodě A = [x0, y0] ∈ D(F ) ⊆ R2 plat́ı:

1 F (A) = 0, tj. bod A lež́ı na izoǩrivce,

2
∂F

∂x
,
∂F

∂y
jsou spojité v okoĺı bodu A,

3
∂F (A)

∂y
6= 0,

potom existuje R-okoĺı bodu A, ve kterém je rovnićı F (x , y) = 0
(implicitně) určena jediná funkce jedné proměnné y = g(x),
která má spojitou derivaci, a pro kterou plat́ı y0 = g(x0).
Definičńı obor funkce g(x), D(g) ⊆ R, x ∈ (x0 − R, x0 + R).



Derivace funkce jedné proměnné, zadané implicitně
Rovnici F (x , y) = 0, kde y = g(x) tj. rovnici F (x , g(x)) = 0

derivujeme:
∂F

∂x
· 1 +

∂F

∂y
· g ′(x) = 0 ⇒ ∂F

∂y
g ′(x) = −∂F

∂x

a vyjáďŕıme g ′(x) = −

∂F

∂x
∂F

∂y

v bodě x0

plat́ı:
y0 = g(x0),

g ′(x0) = −

∂F (x0, y0)

∂x
∂F (x0, y0)

∂y
Použ́ıváme označeńı:
∂F

∂x
= Fx ,

∂F

∂y
= Fy ,

∂2F

∂x2
= Fxx ,

∂2F

∂x∂y
= Fxy ,

∂2F

∂y2
= Fyy

Zderivovanou rovnici Fx + Fy · g ′(x)︸ ︷︷ ︸
součin

= 0 derivujeme

podruhé Fxx + Fxy · g ′(x)︸ ︷︷ ︸
derivace Fx

+ (Fyx + Fyy · g ′(x))︸ ︷︷ ︸
derivace Fy

·g ′(x)+Fy ·g ′′(x) = 0

Fxx + 2Fxy · g ′(x) + Fyy ·
(
g ′(x)

)2
+ Fy · g ′′(x) = 0

Použijeme vyjáďreńı prvńı derivace a osamostatńıme g ′′(x).



Druhá derivace funkce jedné proměnné, zadané implicitně

Pro druhou derivaci g ′′(x) plat́ı:

g ′′(x) =
1

(Fy )3
· det

 0 Fx Fy
Fx Fxx Fxy
Fy Fxy Fyy



Při označeńı:
∂F

∂x
= Fx ,

∂F

∂y
= Fy ,

∂2F

∂x2
= Fxx ,

∂2F

∂x∂y
= Fxy ,

∂2F

∂y2
= Fyy



Připomenut́ı
Známe-li prvńı a druhou derivaci funkce jedné proměnné g(x) v
bodě x0, můžeme určit:

rovnici tečny ke grafu funkce v bodě dotyku [x0, y0]

t : y − y0 = g ′(x0)(x − x0) tj. y = y0 + g ′(x0)(x − x0)

rovnici normály

n : y − y0 = − 1

g ′(x0)
(x − x0) tj. y = y0 −

1

g ′(x0)
(x − x0)

lokálńı extrémy nap̌r. je-li g ′(x0) = 0 a g ′′(x0) > 0 je hodnota
y0 lokálńım minimem funkce v bodě x0, je-li g ′(x0) = 0 a
g ′′(x0) < 0 je hodnota y0 lokálńım maximem funkce v bodě x0

Taylor̊uv polynom 1. nebo 2. stupně

T1(x) = g(x0) + g ′(x0)(x − x0) +
g ′′(x0)

2
(x − x0)2

p̌ribližné hodnoty funkce v bodech x0 ± ε



Tečna a normála

Necht’ y = g(x) je funkce určená implicitně rovnićı F (x , y) = 0 v
bodě A = [x0, y0].

Tečna ke grafu funkce y = g(x) v bodě dotyku A je určena rovnićı

t :
∂F (A)

∂x
(x − x0) +

∂F (A)

∂y
(y − y0) = 0

Normála je určena rovnićı:

n :
∂F (A)

∂y
(x − x0)− ∂F (A)

∂x
(y − y0) = 0



Př́ıklady

Sb́ırka ÚTM:

https://mat.nipax.cz/_media/implicitni_funkce.pdf

p̌ŕıklady: řešené 166-169,
něrešené 176-186



Funkce dvou proměnných, zadaná implicitně

Pro funkci ťŕı proměnných je rovnićı F (x , y , z) = 0 popsána plocha.
Pokud v okoĺı bodu A = [x0, y0, z0] ∈ D(F ) ⊆ R3 plat́ı:

1 F (A) = 0

2
∂F

∂x
,
∂F

∂y
,
∂F

∂z
, opět znač́ıme Fx , Fy , Fz jsou spojité a

3
∂F (A)

∂z
6= 0, tj. Fz(A) 6= 0

potom existuje okoĺı bodu A, ve kterém je rovnićı F (x , y , z) = 0
(implicitně) určena jediná funkce dvou proměnných z = g(x , y),
která má spojité parciálńı derivace.

Pro derivace
∂g

∂x
a ∂g
∂y v bodě [x0, y0] plat́ı

∂g(x0, y0)

∂x
= −Fx(A)

Fz(A)
,

∂g(x0, y0)

∂y
= −Fy (A)

Fz(A)



Připomenut́ı
Známe-li parciálńı derivace 1.̌rádu funkce dvou proměnných g(x , y) v bodě [x0, y0],
můžeme určit:

rovnici tečné roviny ke grafu funkce v bodě dotyku [x0, y0, z0]

τ : z − z0 =
∂g(x0, y0)

∂x
(x − x0) +

∂g(x0, y0)

∂y
(y − y0)

jej́ıž normálový vektor ~n =

(
∂g(x0, y0)

∂x
,
∂g(x0, y0)

∂y
,−1

)
parametrické vyjáďreńı normály

p : X = [x0, y0, z0] + t~n, t ∈ R

Taylor̊uv polynom 1. stupně

T1(x , y) = g(x0, y0) +
∂g(x0, y0)

∂x
(x − x0) +

∂g(x0, y0)

∂y
(y − y0)

diferenciál funkce v bodě [x0, y0]

dg(x0, y0) =
∂g(x0, y0)

∂x
dx +

∂g(x0, y0)

∂y
dy

gradient

grad g(x0, y0) =

(
∂g(x0, y0)

∂x
,
∂g(x0, y0)

∂y

)
derivaci funkce g(x , y) v bodě [x0, y0] ve směru ~s

∂g(x0, y0)

∂~s
= grad g(x0, y0)

~s

‖~s‖



Př́ıklady

Sb́ırka ÚTM:

https://mat.nipax.cz/_media/implicitni_funkce.pdf

p̌ŕıklady: řešené 170-175,
něrešené 187-196



Tečná rovina implicitně zadané funkce

Tečná rovina ke grafu funkce z = g(x , y), zadané rovnićı
F (x , y , z) = 0 v bodě dotyku A je určena rovnićı

τ :
∂F (A)

∂x
(x − x0) +

∂F (A)

∂y
(y − y0) +

∂F (A)

∂z
(z − z0) = 0

Př́ıklady

Napǐste rovnici tečné rovinyτ a normály n k ploše
xyz2 − x − y − z = 0 v bodě A = [1,−1,−1]

Napǐste rovnici takové tečné rovinyτ k ploše
x2 + y2 + z2 − 1 = 0, která je rovnoběžná s rovinou
ρ : x + 2y + z = 0


