Funkce zadané implicitné

cviceni 9



Priklad
z=x>4+xy+y*-3 Matice kvadratické plochy
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PLOCHA IZOKRIVKY
z=const = x>+ xy+y*=C

Xaxy+y*=C

z=x>+xy+y*-3

ELIPTICKY PARABOLOID ELIPSY



Je jedna izokf¥ivka funkce?
z=x>+xy+y>-3 g
z=F(x,y) y=g(x)
PLOCHA jedna izokFivka
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ELIPTICKY PARABOLOID obecné F(x,y) = C neni funkce

[ Hexyey-azo
\

ALE v okoli bodu [1,1] € D(F)
je rovnici F(x,y) =0
definovana funkce

jedné proménné (y = g(x))



x*+xy +y®> —3 =0 v okoli [1,1]

Rovnici x% 4+ xy 4+ y? — 3 = 0 v okoli [1, 1] je definovana funkce
jedné proménné , ale y = g(x) neumime z rovnice vyjadFit.
Vlastnosti funkce y = g(x) zjistime z derivaci této funkce.
Derivace 1. ¥adu.

. .. d 5 d
zderivujeme rovnici: e (x2 + xy(x) + y°(x) — 3) = d7(0)
2x+y(x) +x/'(x) +2y(x)y'(x) = 0
Y(x+2y(x)) = —2x—y(x)
2
a vyjad¥ime y'(x) = —m.

Derivace 2. ¥adu: zderivujeme derivaci
y'=— 2+ Y (<)) (x+2y(x)) = (2x+y(x))(1 +2y'(x))

(x +2y(x))?
Pro funkciy = g(x) y(1) = 1
v bodé x =1 y'(1) = =1 = Kklesajici
platf: y'(1) = -3 konkavnf



Funkce, zadand implicitn& rovnici F(x,y) =0

z=F(x,y) Flxy)=0

Pro funkci dvou promé&nnych je rovnici F(x,y) = 0 popséna izokFivka.
Pokud v bod& A = [xo, yo] € D(F) C R? platf:
Q@ F(A)=0, tj. bod A leZi na izokFivce,
OF OF
ox’ dy
OF (A) Zo0,
dy
potom existuje R-okoli bodu A, ve kterém je rovnici F(x,y) =0
(implicitn&) urena jedina funkce jedné proménné y = g(x),
kterd ma spojitou derivaci, a pro kterou plati yop = g(xp).
Defini¢ni obor funkce g(x), D(g) C R, x € (xo — R, xo + R).

jsou spojité v okoli bodu A,

o



Derivace funkce jedné proménné, zadané implicitné
Rovnici F(x,y) = 0,kde y = g(x) tj. rovnici F(x,g(x))=0
OF 0

derivujeme: v 1+ a—y gx)=0 = ?yg/(x) =

gi e aF(go,yo)
.71 / _ _7X /. / _ X

PGS 8i ;l)ai.g(x()) g (x0) OF (x0, Y0)
dy ’ Jdy

Igouil'véme o%naéem’: o2 52 52

F F F F F
7:FX7 7:F7 7:FXX7 :FX7 :F
Ox ay " o axay v gr =

Zderivovanou rovnici F, + F, - g’(x) = 0 derivujeme

soudin
podruhé  Fuc + Fyy - g'(x) + (Fyx + Fyy - £'(x)) &' (x)+Fy-g"(x) = 0

derivace F; derivace F,

2
Fux + 2Fyy - g/(X) + Fyy - (g/(x)) +Fy -g”(x) =0

PouZijeme vyjad¥eni prvni derivace a osamostatnime g”(x).



Druha derivace funkce jedné proménné, zadané implicitné

Pro druhou derivaci g”(x) plati:

1 0 F Fy
g,/(X) = W 0 det FX FXX ny
N F}’ FXy F}’y
Ig?i oznadeni: . o o2
F F F F
— = F, — = F, — =F ——— = F,
Ox . dy e Ox2 0 Ox0Oy e d



P¥ipomenuti

Zname-li prvni a druhou derivaci funkce jedné proménné g(x) v
bod& xg, miZeme urdit:

@ rovnici te¢ny ke grafu funkce v bod& dotyku [xo, yo]
t:iy—yo=g(x0)(x—x) ti.y=yo+8(x0)(x—x)

@ rovnici normaly

L (x— %) 1] L (x— %)
niy—yo=-— X=x0) t.y=yo— ——(x—x
g'(xo0) g'(x0)

o lokalni extrémy nap¥. je-li g'(x0) =0 a g”(x0) > 0 je hodnota
yo lokdlnim minimem funkce v bod& x, je-li g’(xp) =0 a
g"(x0) < 0 je hodnota yp lokdlnim maximem funkce v bod& xp

@ Taylorlv polynom 1. nebo 2. stupné

g//(2X0) (X _ X0)2

T1(x) = g(x0) + &'(x0)(x — x0) +

@ priblizné hodnoty funkce v bodech xp + ¢



Te¢na a normala

Necht y = g(x) je funkce urend implicitn& rovnici F(x,y) =0 v
bodé A = [Xo,yo].

Tecna ke grafu funkce y = g(x) v bod& dotyku A je uréena rovnici

OF (A)
ox

(x —x0) + 8,;5//4) (y—x)=0

Normala je uréena rovnici:

n: LF(A) (x —x0) —

dy

GI;E(A) (y—y)=0




Piklady

Shirka UTM:

https://mat.nipax.cz/_media/implicitni_funkce.pdf

p¥iklady: ¥eSené 166-169,
nefesené 176-186



Funkce dvou proménnych, zadand implicitné

Pro funkci t¥i promé&nnych je rovnici F(x,y,z) = 0 popséna plocha.
Pokud v okoli bodu A = [xg, yo, 20] € D(F) C R3 platf:

Q@ F(A)=0
OF OF OF . o , o
Q B’ a—y, Er opét znacime F,, F,, F, jsou spojité a
OF (A .
o 8(2) #0, tj. F.(A) #0

potom existuje okoli bodu A, ve kterém je rovnici F(x,y,z) =0
(implicitn&) uréena jedina funkce dvou promé&nnych z = g(x,y),
kterd ma spojité parcialni derivace.

. Bg b o ,
Pro derivace o 2 55 v bodé [xo, o] plati

9g(x0, ¥0) Fx(A) 9g(x0,y0) _ Fy(A)

ax  F(A) dy F2(A)




P¥ipomenuti
Zndme-li parcidlni derivace 1.¥adu funkce dvou promé&nnych g(x,y) v bod& [xo, yo],
maZeme uréit:
@ rovnici te¢né roviny ke grafu funkce v bod& dotyku [xo, yo, zo]

og(x0, Yo 9g(x0, Yo
Tiz—2zy= ¥(x—xo)+¥(y—yo)
Ox dy
0 , 0, ,
jejiz normalovy vektor A= g(x yo), g(x0, v0) , 71)
Ox dy
@ parametrické vyjad¥eni normaly
p: X =[x, yo, 0] +tA, teR
@ Tayloriiv polynom 1. stupné&
9g(x0, y0 9g(x0, yo
Ti(xy) = g0, 0) + 2000 (4 PECOR) ()
X dy
@ diferencidl funkce v bod& [xp, yo]
13 5 a )
ag(0, y0) = 28EN) g, G8LON),
Ox dy
@ gradient

0, , 0 ,
grad g(xo, o) = ( g(g(; yo)’ g(;; yo))

@ derivaci funkce g(x,y) v bod& [xp, yo] ve sméru §
9g(x0, y0)

= grad s
FEa - g(xo YO)

H“TI



Piklady

Shirka UTM:

https://mat.nipax.cz/_media/implicitni_funkce.pdf

ptiklady: ¥eSené 170-175,
nefesené 187-196



Tecna rovina implicitné zadané funkce

Te&na rovina ke grafu funkce z = g(x, y), zadané rovnici
F(x,y,z) =0 v bod& dotyku A je urena rovnici

OF(A)

i) b= y0) + oA~ ) =

ox

OF (A)
dy

T: (x — x0) +
Priklady
@ Napiste rovnici te¢né rovinyT a normaly n k plo3e
xyz? —x —y —z=0v bodé A=[1,—1, 1]
@ Napiste rovnici takové te¢né rovinyr k plose
x? 4+ y?2 + 22 —1 =0, kterd je rovnob&?na s rovinou
p:x+2y+z=0



