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Lokálńı extrémy

Definice

Funkce y = f (X ) má v bodě A ∈ D(f ) lokálńı minimum, jestliže
existuje takové (prstencové) okoĺı O(A) ⊆ D(f ) bodu A, že pro
každý bod X ∈ O(A) plat́ı nerovnost f (X ) ≥ f (A).

Funkce y = f (X ) má v bodě A ∈ D(f ) lokálńı maximum, jestliže
existuje takové (prstencové) okoĺı O(A) ⊆ D(f ) bodu A, že pro
každý bod X ∈ O(A) plat́ı nerovnost f (X ) ≤ f (A).



Nutná podḿınka existence lokálńıho extrému

Necht’ funkce y = f (X ), která je definovaná na určitém okoĺı O(A)
bodu A má v tomto bodě lokálńı extrém.

Existuje-li parciálńı derivace
∂f (A)

∂xi
,

potom se tato parciálńı derivace v bodě A rovná nule.
Definice Bod A ∈ D(f ) je stacionárńım bodem funkce f (X ),
jestliže

∂f (A)

∂x1
= 0,

∂f (A)

∂x2
= 0, . . .

∂f (A)

∂xn
= 0

Poznámky

Funkce může ḿıt extrém v bodě, ve kterém neexistuje některá
parciálńı derivace.

Podḿınka pro stacionárńı bod je ekvivalentńı podḿınce

df (A) = 0 nebo gradf (A) = ~0

Pokud df (A) 6= 0, funkce nemá lokálńı extrém v bodě A.



Postačuj́ıćı podḿınky existence lokálńıho extrému
Necht’ funkce dvou proměnných z = f (x , y) je spojitá se svými
parciálńımi derivacemi prvńıho a druhého řádu v okoĺı bodu P a
necht’

∂f (P)

∂x
= 0,

∂f (P)

∂y
= 0.

Označ́ıme

∆2(P) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂2f (P)

∂x2

∂2f (P)

∂x∂y
∂2f (P)

∂x∂y

∂2f (P)

∂y2

∣∣∣∣∣∣∣∣
Potom plat́ı:

1 Při ∆2(P) > 0 má funkce f (x , y) v bodě P lokálńı extrém.

1 Pokud
∂2f (P)

∂x2
> 0 má funkce v bodě P lokálńı minimum;

2 pokud
∂2f (P)

∂x2
< 0 má funkce v bodě P lokálńı maximum.

2 Při ∆2(P) < 0 nemá funkce f (x , y) v bodě P lokálńı extrém.

3 Je-li ∆2(P) = 0, nelze pomoćı této podḿınky rozhodnout.



Př́ıklad: ”nelze rozhodnout”

a) z = x4 + y4 b) z = x3 + y3

V obou p̌ŕıpadech maj́ı funkce jediný bod, ve kterém jsou derivace
1. řádu rovny nule, bod P = [0, 0].
Druhé derivace jsou v tomto bodě také rovny nule a ∆2(P) = 0.
a)

∀X ∈ O(P) : f (X ) ≥ f (P),

protože f (P) = 0 a f (X ) ≥ 0. Z definice lokálńıho minima plyne,
že funkce f má v bodě P = [0, 0] lokálńı minimum rovné nule.
b)
Funkce z = x3 + y3 má v bodě P nulovou hodnotu, ale v okoĺı
tohoto bodu nabývá jak kladných, tak záporných hodnot.
Proto v tomto bodě nemá lokálńı extrém.



Postup

1 Urč́ıme parciálńı derivace 1. řádu.

2 Urč́ıme bod(y) z definičńıho oboru funkce, ve kterých jsou
tyto derivace nulové (nebo neexistuj́ı).

3 Urč́ıme derivace duhého řádu a Hessovu matici.
4 Pro každý ”podežrelý” bod vypočteme determinant ∆2 a dále

je-li ve zkoumaném bodě

∆2 < 0, funkce nemá v tomto bodě extrém.
∆2 > 0, urč́ıme

typ extrému z ∆1 =
∂2(P)

∂x2

∆1 > 0 v bodě P je lokálńı minimum

∆1 < 0 v bodě P je lokálńı maximum

hledanou hodnotu extrému f (P).
∆2 = 0, nev́ıme... rozhodneme z definice.



Př́ıklady

• f (x , y) = x2 + (y − 1)2

plocha: eliptický paraboloid

• f (x , y) = x2 − (y − 1)2

hyperbolický paraboloid

• f (x , y) = (x − y + 1)2

parabolická válcová plocha

.

.



Př́ıklady

https://mat.nipax.cz/_media/extremy_funkci.pdf

p̌ŕıklady 209-222



Př́ıklad: z = x3 + y 3 − 3xy
1 Parciálńı derivace 1. řádu:

∂f

∂x
= 3x2 − 3y

∂f

∂y
= 3y2 − 3x

2 Bod(y), ve kterých jsou tyto derivace nulové:

3x2 − 3y ∧ 3y2 − 3x ⇒ y = x2, y2 = x4 ⇒ x4 − x = 0⇒
x1 = 0, x2 = 1 a hledané body jsou P1 = [0, 0], P2 = [1, 1]

3 Urč́ıme derivace duhého řádu:

∂2z

∂x2
= 6x ,

∂2z

∂x∂y
= −3,

∂2z

∂y2
= 6y

4

∆2(P1) =

∣∣∣∣ 0 −3
−3 0

∣∣∣∣ = −9 ∆2(P2) =

∣∣∣∣ 6 −3
−3 6

∣∣∣∣ = 27

5 Závěr. V bodě P1 je ∆2(P1) < 0, proto funkce z nemá lokálńı
extrém v bodě P1. V bodě P2 je ∆2(P2) > 0, proto funkce z

má v tomto bodě lokálńı extrém; typ extrému: ∂2z(P2)
∂x2 > 0,

tedy v tomto bodě je lokálńı minimum f (P2) = −1.



Postačuj́ıćı podḿınky existence lokálńıho extrému
Necht’ funkce ťŕı proměnných u = f (x , y , z) je spojitá se svými
parciálńımi derivacemi prvńıho a druhého řádu v okoĺı bodu P a necht’

∂f (P)

∂x
= 0,

∂f (P)

∂y
= 0,

∂f (P)

∂z
= 0.

Označ́ıme

∆3(P) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂2f (P)

∂x2

∂2f (P)

∂x∂y

∂2f (P)

∂x∂z
∂2f (P)

∂x∂y

∂2f (P)

∂y2

∂2f (P)

∂y∂z
∂2f (P)

∂x∂z

∂2f (P)

∂y∂z

∂2f (P)

∂z2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,∆2(P) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂2f (P)

∂x2

∂2f (P)

∂x∂y
∂2f (P)

∂x∂y

∂2f (P)

∂y2

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,∆1(P) =
∂2f (P)

∂x2

Potom plat́ı:

1 Při ∆2(P) > 0 má funkce f (x , y , z) v bodě P lokálńı extrém,
pokud

1 ∆1(P) > 0,∆3(P) > 0 je f (P) lokálńı minimum;
2 ∆1(P) < 0,∆3(P) < 0 je f (P) lokálńı maximum.

2 Při ∆2(P) < 0 nemá funkce f (x , y) v bodě P lokálńı extrém.



Př́ıklady

https://mat.nipax.cz/_media/extremy_funkci.pdf

p̌ŕıklady 225-227



Př́ıklad

f (x , y , z) = 2xy2 − 4xy + x2 + z2 − 2z

Derivace prvńıho řádu a podežrelé body
∂f
∂x = 2y2 − 4y + 2x

∂f
∂y = 4xy − 4x

∂f
∂z = 2z − 2

2y2 − 4y + 2x = 0
4x(y − 1) = 0
2(z − 1) = 0

P1 = [0, 0, 1]
P2 = [0, 2, 1]
P3 = [1, 1, 1]

Derivace druhého řádu

H =

 2 4y − 4 0
4y − 4 4x 0

0 0 2

 , ∆2 = 8x − (4y − 4)2

∆2 v podežrelých bodech
∆2(P1) = −16 ∆2(P2) = −16 ∆2(P3) = 8
neńı extrém, neńı extrém, ∆1(P3) = 2,∆3(P3) = 32

lok. min. f (1, 1, 1) = −2



Př́ıklad

f (x , y , z) = sin x + sin y + sin z − sin(x + y + z),
0 ≤ x ≤ π
0 ≤ y ≤ π
0 ≤ z ≤ π

Derivace prvńıho řádu a podežrelé body
∂f
∂x = cos x − cos(x + y + z)
∂f
∂y = cos y − cos(x + y + z)
∂f
∂z = cos z − cos(x + y + z)

P1 = [0, 0, 0]
P2 =

[
π
2 ,

π
2 ,

π
2

]
P3 = [π, π, π]

Derivace druhého řádu (označme S = sin(x + y + z))

H =

 − sin x + S S S
S − sin y + S S
S S − sin z + S


∆2 v podežrelých bodech

∆2(0, 0, 0) = 0 ∆2

(π
2
,
π

2
,
π

2

)
= 3 ∆2(π, π, π) = 0

f (0, 0, 0) = 0 ∆1(P2) = −2,∆3(P2) = −4 f (π, π, π) = 0
minimum maximum f (P2) = 3 minimum



Vázané extrémy

Extrémy funkce vzhledem k p̌redem zadaným podḿınkám.

Definice
Řekneme, že funkce f (x1, . . . , xn) má v bodě A ∈ D(f ) lokálńı
extrém, vázaný m podḿınkami (m < n):

g1(x1, . . . , xn) = 0, . . . gm(x1, . . . , xn) = 0,

jestliže pro všechny body X ∈ O(A) ⊂ D(f ), které vyhovuj́ı
uvedeným podḿınkám, plat́ı jedno z:

f (X ) ≥ f (A), má funkce f v bodě A vázané lokálńı minimum

f (X ) ≤ f (A), má funkce f v bodě A vázané lokálńı maximum

Geometrický význam pro funkci 2 proměnných.
Podḿınka g(x , y) = 0 určuje plochu v prostoru. Hledaný extrém
funkce f (x , y) muśı ležet v pr̊useč́ıku z = f (x , y) a g(x , y) = 0.
Vázané extrémy funkce f (x , y) jsou tedy lokálńımi extrémy
ǩrivky k = f (x , y) ∩ g(x , y)



Př́ıklad
Jestliže lze z rovnice g(x , y) = 0 jednoznačně vyjáďrit y = ϕ(x)
resp. x = ψ(y), pak lokálńı extrémy funkce z = f (x , y) vázané
podḿınkou g(x , y) = 0 můžeme určit jako lokálńı extrémy funkce
jedné proměnné z = f (x , ϕ(x)) resp. z = f (ψ(y), y).
Urč́ıme lokálńı extrémy f (x , y) = xy − x + y − 1, vzhledem k
podḿınce x + y = 1.

1 Definičńı obor D(f ) = R2.
2 Z podḿınky g(x , y) = 0, tj. x + y − 1 = 0 můžeme vyjáďrit

nap̌ŕıklad y = 1− x .
3 Dosad́ıme y = 1− x do funkce z = f (x , y) = xy − x + y − 1

a dostaneme funkci jedné proměnné x :
h(x) = f (x , 1− x) = x(1− x)− x + (1− x)− 1 = −x2 − x

4 Hledáme extrémy funkce jedné proměnné:
h′ = −2x − 1, h′(x) = 0 pro x = −1

2
h(x) = −x2 − x má v bodě x = −1

2 lokálńı maximum (proč?).
5 Dopoč́ıtáme y = 1− x = 3

2 .
6 Funkce z = f (x , y) má v bodě A = [−1

2 ,
3
2 ] vázané lokálńı

maximum z = f (−1
2 ,

3
2 ) = 1

4



Lagrangeova metoda (pro zv́ıdavé)
Věta (Lagrangeova metoda)
Mějme funkci f (x1, . . . , xn) a m, (m < n) podḿınek
gi (x1, . . . , xn) = 0.
Jestliže má funkce Φ (Lagrangeova funkce)

Φ = f (x1, . . . , xn, λ1, . . . , λm) = f (x1, . . . , xn)+
m∑
j=1

λjgj(x1, . . . , xn),

kde λ1, . . . , λm ∈ R jsou tzv. Lagrangeovy multiplikátory
ve svém stacionárńım bodě lokálńı extrém, má i funkce f v tomto
bodě lokálńı extrém vázaný podḿınkami gj(x1, x2, . . . , xn) = 0.
Stacionárńı body funkce Φ urč́ıme jako řešeńı soustavy rovnic

∂Φ
∂x1

= 0
∂Φ
∂x2

= 0
...

∂Φ
∂xn

= 0

g1(x1, . . . , xn) = 0
...

gm(x1, . . . , xn) = 0



Př́ıklad
Najdeme extrémy funkce z = x + y vázané podḿınkou

g(x , y) :
1

x2
+

1

y2
= 1.

1 Sestav́ıme Lagrangeovu funkci Φ = x + y +λ

(
1

x2
+

1

y2
− 1

)
.

2 Parciálńı derivace funkce Φ
∂Φ

∂x
= 1− 2λ

x3
,

∂Φ

∂y
= 1− 2λ

y3

3 Soustava rovnic:

1− 2λ

x3
= 0, 1− 2λ

y3
= 0,

1

x2
+

1

y2
− 1 = 0

tj. pro x 6= 0, y 6= 0: x3 = 2λ, y3 = 2λ, x2 + y2 = x2y2,
x =

3
√

2λ, y =
3
√

2λ,
3
√

32λ2 =
3
√

16λ4 tj. λ2(λ2 − 2) = 0.

4 řešeńı soustavy: λ1 =
√

2, x1 = y1 =
√

2,
λ2 = −

√
2, x = y = −

√
2,

λ3 = 0 (x 6= 0, y 6= 0)

5 Dále urč́ıme druhé derivace funkce Φ a z nich urč́ıme existenci
a typ extrému v bodech [

√
2,
√

2] a [−
√

2,−
√

2]



Globálńı extrémy

Globálńı extrémy maj́ı stejný význam jako u funkćı jedné
proměnné. Hledáme je bud’ na celém definičńım oboru dané
funkce, nebo na p̌redem zadané podmnožině definičńıho oboru.

Definice
Funkce y = f (X ) má na uzav̌rené podmnožině M definičńıho
oboru M ⊆ D(f ) globálńı (absolutńı) minimum bodě A ∈ M,
jestliže že pro každý bod X ∈ M plat́ı nerovnost f (X ) ≥ f (A).

Funkce y = f (X ) má na uzav̌reném podmnožině M definičńıho
oboru M ⊆ D(f ) globálńı (absolutńı) maximum bodě A ∈ M,
jestliže že pro každý bod X ∈ M plat́ı nerovnost f (X ) ≥ f (A).

Poznámka
Na rozd́ıl od lokálńıch extrému, které se hledaj́ı na okoĺıch bodů,
hledáme globálńı extrémy na celé množině M ⊆ D(f ).



Určováńı globálńıch extrémů

Uvažujme spojitou a alespoň dvakrát spojitě diferencovatelnou
funkci (tj. existuj́ı spojité parciálńı derivace alespoň až do druhého
řádu) z = f (x , y), definovanou na uzav̌rené množině M ⊆ D(f ) .
Necht’ hranice této množiny je ǩrivka o rovnici g(x , y) = 0.
Globálńı extrémy funkce f na množině M budeme určovat takto:

1 Urč́ıme lokálńı extrémy funkce f na množině M , ze které
vylouč́ıme hranici.

2 Urč́ıme lokálńı extrémy této funkce vázané podḿınkou
g(x , y) = 0.

3 Porovnáme funkčńı hodnoty všech extrémů. Extrém s nejvěťśı
funkčńı hodnotou bude globálńım maximem, extrém s
nejmenš́ı funkčńı hodnotou bude globálńım minimem.

Je-li hranice tvǒrena konečným počtem ǩrivek, vyšeťrujeme vázané
extrémy na jednotlivých ǩrivkách. V tomto p̌ŕıpadě ovšem muśıme
uvažovat i vrcholy hraničńıch ǩrivek p̌ri konečném porovnáváńı
funkčńıch hodnot.



Př́ıklady

1 Najdeme globálńı extrémy funkce z = f (x , y),

f (x , y) = x2 − 2y2 + 4xy − 6x − 1,

na množině

M = {[x , y ] ∈ R2|x ≥ 0 ∧ y ≥ 0 ∧ y ≤ −x + 3}

2 f (x , y) = x + ln x − y2

M = {[x , y ] ∈ E2 : y = x + 1,
1

4
≤ x ≤ 1}

3 f (x , y) = x2 + xy − 3x − y
M = {[x , y ] ∈ E2 : x + y ≤ 3, x ≥ 0, y ≥ 0}

4 f (x , y) = x2 − 2x + y2

M = {[x , y ] ∈ E2 : x2 + y2 ≤ 9, y ≥ 0}
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