Lokalni extrémy funkce dvou (a tfi) proménnych
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Lokalni extrémy

Definice

Funkce y = f(X) md v bodé A € D(f) lokalni minimum, jestlize
existuje takové (prstencové) okoli O(A) C D(f) bodu A, Ze pro
kazdy bod X € O(A) plati nerovnost f(X) > f(A).

Funkce y = f(X) ma v bodé A € D(f) lokdlni maximum, jestlize
existuje takové (prstencové) okoli O(A) C D(f) bodu A, Ze pro
kazdy bod X € O(A) plati nerovnost f(X) < f(A).



Nutna podminka existence lokalniho extrému

Necht funkce y = f(X), kterd je definovand na urtitém okoli O(A)
bodu A ma v tomto bodé lokalni extrém.
Existuje-li parcidlni derivace ——=,
.

potom se tato parcilélm' derivace v bod& A rovna nule.
Definice Bod A € D(f) je staciondrnim bodem funkce f(X),
jestlize

O0f(A)

oxq

. Of(A) of(A)
=0 3% =0 Ox. =0

Poznamky

@ Funkce miize mit extrém v bodé&, ve kterém neexistuje néktera
parcialni derivace.

@ Podminka pro stacionarni bod je ekvivalentni podmince
df(A)=0 nebo gradf(A) =0

e Pokud df(A) # 0, funkce nema lokaIni extrém v bod& A.



Postacujici podminky existence lokdlniho extrému
Necht funkce dvou prom&nnych z = f(x, y) je spojitd se svymi
parcidlnimi derivacemi prvniho a druhého ¥adu v okoli bodu P a
necht

Of(P) _ OF(P) _,
Ox " Oy '
Oznatime
Q2F(P)  O*f(P)
Aa(P) = aZaf)EZP) a%?%)
Oxdy dy?
Potom plati:
@ P¥i A(P) > 0 ma funkce f(x,y) v bod& P lokalni extrém.
® Pokud 8281‘)55) > 0 ma funkce v bod& P lokalni minimum;
0?f(P) , Y s .
@ pokud e < 0 ma funkce v bod& P lokalni maximum.

@ P¥i Ay(P) < 0 nema funkce f(x,y) v bodé P lokdlni extrém.
@ Je-li Ay(P) =0, nelze pomoci této podminky rozhodnout.



P¥iklad: " nelze rozhodnout”

a) z=x 4+ y* b)z:><3—i—y3

V obou pfipadech maji funkce jediny bod, ve kterém jsou derivace
1. ¥adu rovny nule, bod P = [0,0].
Druhé derivace jsou v tomto bod& také rovny nule a Ay(P) = 0.
a)

VX e O(P): f(X)=>f(P),

protoZe f(P) =0 a f(X) > 0. Z definice lokalniho minima plyne,
Ze funkce f md v bodé P = [0, 0] lokdIni minimum rovné nule.
b)

Funkce z = x3 +y3 m3a v bod& P nulovou hodnotu, ale v okol{
tohoto bodu nabyva jak kladnych, tak zdpornych hodnot.

Proto v tomto bodé nem3a lokalni extrém.



Postup

@ Ur&ime parcidlni derivace 1. ¥adu.

@ Urtime bod(y) z definiéniho oboru funkce, ve kterych jsou
tyto derivace nulové (nebo neexistuji).

© Urcime derivace duhého ¥adu a Hessovu matici.

© Pro kaZzdy " podeztely” bod vypotteme determinant A, a déle
je-li ve zkoumaném bodé&

o A, < 0, funkce nema v tomto bod& extrém.
o Ay >0, uréime
*(P)
0x?2
o A; >0 v bod& P je lokalni minimum

typ extrému z A; =

o A; <0 v bodé P je lokdlni maximum

hledanou hodnotu extrému f(P).
o Ay = 0, nevime... rozhodneme z definice.



Piklady

. f(X7y) = X2 + (.y - 1)2
plocha: elipticky paraboloid

. f(Xay) = X2 - (y - 1)2
hyperbolicky paraboloid

o f(x,y) = (x —y +1)?
parabolicka valcova plocha




Piklady

https://mat.nipax.cz/_media/extremy_funkci.pdf

priklady 209-222



Priklad: z = x3 + y3 — 3xy
@ Parcidlni derivace 1. ¥adu:
g)i:3x2—3y 2;23)/2_3)(
@ Bod(y), ve kterych jsou tyto derivace nulové:
32 -3y A3y —3x=y=x2, Y =x*=2x*'—-x=0=
x1 = 0,x =1 a hledané body jsou P; = [0,0], P, = [1,1]
© Urdime derivace duhého ¥adu:

0%z 0%z 5%z
a0 6X7 = 79 a0 6y
Ox? OxOy Oy?
Q
0 -3 6 —3
Ay (Py) = 30 ’ =-9 Ay(P)= ‘ 3 6|7 27

@ Zavér. V bodé P je Ay(P1) < 0, proto funkce z nemd lokalni
extrém v bod& P;. V bod& P, je Ay(P;) > 0, proto funkce z
2
ma v tomto bodé lokalni extrém; typ extrému: 8;)(52) > 0,

tedy v tomto bodé je lokalni minimum f(P,) = —1.




Postacujici podminky existence lokéIniho extrému
Necht funkce tf proménnych u = f(x,y, z) je spojitd se svymi
parcidlnimi derivacemi prvniho a druhého ¥adu v okoli bodu P a necht

Of(P) _, Of(P) _, 9f(P)

, , =0.
Ox dy 0z
Oznatime

O*f(P)  O*F(P) O*f(P)
92 9xdy  9x0z 0*f(P)  0*f(P) 25 (P)
0°f(P) 0°f(P) O°f(P) Ix2 Oxdy f(P

As(P) = Do(P) = A£y(P) =

3(P) Ox0y 9y? oydz |’ 2(P) Pf(P)  &f(P) |’ 1(P) Ox?

82f(P) a2f(P) &7F(P) axdy By?

Ox0z Oydz 022

Potom plati:

@ P¥i Ay(P) > 0 ma funkce f(x,y, z) v bodé P lokalni extrém,
pokud

@ Aq(P)>0,A3(P) > 0 je f(P) lokadlni minimum;
0 A1(P) <0,A3(P) <0 je f(P) lokalni maximum.

@ P¥i Ay(P) < 0 nema funkce f(x,y) v bod& P lokalni extrém.



Piklady

https://mat.nipax.cz/_media/extremy_funkci.pdf

pFiklady 225-227



Priklad

f(x,y,z) = 2xy? —dxy + x> + 22 — 2z

@ Derivace prvniho ¥adu a podeztelé body
of _ 92 _
ox =W TA 2 52 4000 P=[0, 0, 1
or = 4xy — 4x 4x(y —1)=0 P, =0, 2, 1]
%:22_2 2(z—1)=0 P; =11, 1, 1]
@ Derivace druhého ¥adu
2 4y —4 0
H=| 4y—4 4x 0 |, Ay=28x—(4y—4)>
0 0 2
@ A, v podezfelych bodech
Ay(P1) = —16 Ar(Py) = —16 Ay(P3) =8
neni extrém, neni extrém, A1(P3) =2, A3(P3) = 32

lok. min. f(1,1,1) = -2



Priklad

0<x<m
f(x,y,z) =sinx+siny +sinz—sin(x+y+2z), 0<y<m
0<z<
@ Derivace prvniho ¥adu a podeztelé body
%:COSX—COS(X-F)/-FZ) Py =10, 0, 0]
%zcosy—cos(x—i-y—kz) P,=1[5, 5, 5]
9" = cosz — cos(x + y + 2) P3 = [r, m, =]
@ Derivace druhého ¥adu (oznatme S = sin(x + y + z))
—sinx+ S S
H= S —siny + S )
S S —sinz+ S

@ A, v podezfelych bodech
£x(0,0,00=0 A, (ggg) =3 Ay(m,ma)=0
f(0,0,0) =0 Ay(P)=-2,A3(P;)=—-4 f(m,7m,m)=0
m

minimum maximum f(Py) =3 minimum



Vdazané extrémy
Extrémy funkce vzhledem k pfedem zadanym podminkam.

Definice
Rekneme, e funkce f(xi,...,x,) ma v bodé A € D(f) lokalni
extrém, vdzany m podminkami (m < n):

gi(x1, .. yxn) =0,...8m(x1,...,xn) =0,

jestlize pro vdechny body X € O(A) C D(f), které vyhovuji
uvedenym podminkam, plati jedno z:
e f(X) > f(A), ma funkce f v bod& A vazané lokdIni minimum
e f(X) < f(A), ma funkce f v bod& A vazané lokdIni maximum

Geometricky vyznam pro funkci 2 proménnych.

Podminka g(x,y) = 0 urtuje plochu v prostoru. Hledany extrém
funkce f(x,y) musi leZet v prisetiku z = f(x,y) a g(x,y) = 0.
Vazané extrémy funkce f(x, y) jsou tedy lokalnimi extrémy
kiivky k = f(x,y) N g(x,y)



Priklad
JestliZe Ize z rovnice g(x,y) = 0 jednozna¥né vyjadfit y = ¢(x)
resp. x = 1(y), pak lokdlni extrémy funkce z = f(x, y) vazané
podminkou g(x, y) = 0 miZeme urcit jako lokaIni extrémy funkce
jedné proménné z = f(x, ¢(x)) resp. z = f(Y(y),y).
Urcime lokalni extrémy f(x,y) = xy — x + y — 1, vzhledem k
podmince x +y = 1.
© Defini¢ni obor D(f) = R2.
@ Z podminky g(x,y) =0, tj. x +y — 1 = 0 miZeme vyjad¥it
naptiklad y =1 — x.
© Dosadime y =1 — x do funkce z = f(x,y) =xy —x+y —1
a dostaneme funkci jedné proménné x:
h(x)=f(x,1—=x)=x(1—x) —x+(1—x)—1=—-x%—x
@ Hleddme extrémy funkce jedné promé&nné:

h/:—2X—]_, h/(X):Oproxz_%

h(x) = —x* — x m4 v bod& x = —3 lokaln{ maximum (pro¢?).
© Dopotitdme y =1 —x = %
@ Funkce z = f(x,y) md v bod& A = [—1, 3] vdzané lokalni
maximum z = f(—3,3) =1



Lagrangeova metoda (pro zvidavé)
Véta (Lagrangeova metoda)
Mg&jme funkci f(x1,...,x,) @ m, (m < n) podminek
gi(x1,...,xn) =0.
Jestlize ma funkce ® (Lagrangeova funkce)

O =Ff(x1, oy Xy ALy ooy Am) = f(xl,...,xn)+2)\jgj(x1,...,xn),
j=1

kde A1,...,Am € R jsou tzv. Lagrangeovy multiplikdtory

ve svém staciondrnim bodé& lokalni extrém, ma i funkce f v tomto
bod& lokalIni extrém vézany podminkami gj(x1, X2, ..., xs) = 0.
Stacionarni body funkce ® uréime jako YeSeni soustavy rovnic

o
874;_0 gi(x1,...,xn) =0
oxo .




Priklad

Najdeme extrémy funkce z = x + y vazané podminkou
1 1
g(x,y): ;"‘F =1

1 1
@ Sestavime Lagrangeovu funkci ® = x+y+ A (2 S 1).
X y

@ Parcialni derivace funkce ¢

R o le
(8] Sous%iva rovnic: o . .
X y X y

tj. pro x # 0,y # 0: x3 =2), y3 =2\ x*>+y? = x%y?
x=vV2X\, y=v2X\ V32X2=V16\*tj. X’ (\2 —2) =0.
© Teleni soustavy: A\ = \@, X1 =Yy = V2,
A=—V2, x=y=—-v2
A3=0(x#0, y#0)
© Dale uréime druhé derivace funkce ¢ a z nich uréime existenci

a typ extrému v bodech [v/2,v/2] a [-v/2, —V/2]



Globalni extrémy

Globalni extrémy maji stejny vyznam jako u funkci jedné
promé&nné. Hleddme je bud na celém defini¢nim oboru dané
funkce, nebo na pfedem zadané podmnoZziné defini¢niho oboru.

Definice

Funkce y = f(X) ma na uzaviené podmnoZin& M defini¢niho

oboru M C D(f) globalni (absolutni) minimum bod& A € M,
jestlize Ze pro kazdy bod X € M plati nerovnost f(X) > f(A).

Funkce y = f(X) ma na uzavieném podmnoziné M defini¢niho
oboru M C D(f) globalni (absolutni) maximum bod& A € M,
jestlize Ze pro kazdy bod X € M plati nerovnost f(X) > f(A).

Pozndmka
Na rozdil od lokalnich extrému, které se hledaji na okolich bodd,
hleddme globalni extrémy na celé mnozing M C D(f).



Urcovani globalnich extrémi

UvaZujme spojitou a alespoii dvakrat spojité diferencovatelnou
funkci (tj. existuji spojité parcidlni derivace alespoii az do druhého
fadu) z = f(x, y), definovanou na uzavfené mnozin& M C D(f) .
Necht hranice této mnoZiny je kfivka o rovnici g(x,y) = 0.
Globalni extrémy funkce f na mnoziné M budeme uréovat takto:

@ Ur&ime lokalni extrémy funkce f na mnoZiné M , ze které
vylou¢ime hranici.
@ Ur&ime lokalni extrémy této funkce vdzané podminkou
g(x,y) =0.
© Porovname funk&ni hodnoty viech extrémi. Extrém s nejvétsi
funkéni hodnotou bude globalnim maximem, extrém s
nejmensi funk&ni hodnotou bude globdlnim minimem.
Je-li hranice tvofena kone¢nym pottem kfivek, vySetfujeme vdzané
extrémy na jednotlivych k¥ivkach. V tomto p¥ipadé oviem musime
uvaZovat i vrcholy hrani¢nich kfivek p¥i kone¢ném porovnavani
funkénich hodnot.



Piklady

© Najdeme globalni extrémy funkce z = f(x, y),
f(x,y) = x? —2y? 4 4xy —6x — 1,
na mnoziné

M={[x,y] ER*x >0Ay >0Ay < —x+3}

Q f(x,y)=x+Inx—y?

M={lxy]€E: y=x+1,
Q f(x
M

Q f(x
M

<x <1}

ENI

y)=x>+xy—3x—y

{lx,y] €Ea: x+y <3,x>0,y >0}
y):x2—2x—i—y2

{[x,y] €Ea: x>+ y2 <9,y >0}
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