Funkce vice proménnych

Vektorova funkce
Parcialni derivace 2. ¥adu.
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Skalarni pole — pfipomenuti

@ Skaldrni pole v Q C E3 je uréeno libovolnou funkei u(x,y, z), kterd je v Q
definovani.
Hladina skaldrniho pole (ekvipotencidlni plocha) je plocha vyjdd¥end rovnici
u(x,y,z) = const.
Mirou zmény skalarniho pole je derivace ve smé&ru.

@ Gradient. Jestlize u(F) = u(x, y, z), kde F= xi+ yf+ zk je diferencovatelné
skalarni pole, pak jeho gradientem nazveme vektor

rad Ou i Ou i 6u; reso. grad (8u Ou 6u)

u= - a_ P YAR] e u= a.'a ) a_

& Ox GyJ 0z Lo Ox 0y Oz
0> 0= 0O - o 0 0

P¥i oznateni V= —i+ —j+ —k, resp. V= (—, —, —) zapisujeme
Ox dy 0z Ox Oy 0z

grad u=Vu.

Gradient pole u ma v bod& (x,y, z) smé& normalového vektoru
ekvipotencidlni plochy u(x,y,z) = C, kterd timto bodem prochazi.

2 2 2
Velikost tohoto vektoru je |grad u| = \/(gu) + (?) + (?) a jeho
X y z

smér je smé&rem nejvétsiho spadu pole u.

@ Derivace pole u ve sméru £ ma tvar
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Vektor, funkce, vektorova funkce
Funkce je predpis, ktery
kazdému prvku z mnoziny D (defini€niho oboru funkce)
jednoznaéné prifadf
prvek z mnoZiny H (oboru hodnot funkce).

Vae D(f) 5 jediné be H(f): b= f(a)

Priklady
D(f)CR H(f) CR redlnd funkce funkce jedné redlné prom&nné
D(f) CR? H(f) CR realna funkce funkce 2 redlnych promé&nnych
D(f) CR H(f) CR2 vektorova funkce jedné redlné prom&nné
D(f) CR? H(f) CR? vektorova funkce dvou promé&nnych

Vektor: prvky - &isla nebo funkce

Operace s vektory soulet, nasobeni redlnym &islem,
skalarni soudin, vektorovy soucin

Vektor z funkci: limity, derivace, ...



Vektorova funkce jedné proménné (vektorové pole)
Necht D C R. Je-li Vt € D p¥itazen jediny vektor

F(t) = (x(t), y(t), 2(t)) = x(£)i + y ()] + z(t)k,
kde i = (1,0,0), j= (0,1,0), k = (0,0,1),
fikdme, Ze v mnoziné D je definovana

vektorova funkce (t) jednoho redlného argumentu t.

—

Defini&ni obor vektorové funkce f(t) je mnoZina D.
Obor hodnot: mnoZina vektorl o slozkach x(t), y(t), z(t),
slozky vektorl jsou redlné funkce argumentu t.

Vektorové pole je v matematice a fyzice

funkce pfitazujici kazdému bodu prostoru vektor.
Ve fyzice se uzivd k popisu zm&ny vektorové veli¢iny (nap¥. pole rychlosti
kapaliny v jednotlivych bodech, vektorové pole sily v gravitatnim poli).
Geometricky vyznam vektorové funkce
f(t) je mno¥ina bodii v trojrozm&ném prostoru o soufadnicich
(x(t), y(t),z(t)), t € D. Jsou-li funkce x(t),y(t), z(t) spojité v mnoZin&
D, pak spojita vektorova funkce F(t) je rovnici prostorové k¥ivky, jejiz
parametrické vyjadfeni ma tvar x = x(t),y = y(t),z = z(t),t € D.
Z fyzikdlniho hlediska pFedstavuje vektorova funkce trajektorii
pohybujiciho se hmotného bodu.



Piklady

@ Ur&ete defini¢ni %bor \Z/lektorové funkce
R t— o
f(t) = <2arcsin + 3> i + 3arccos

4.
"4tk
3 /T

@ Pohyb hmotného bodu je uréen vektorovou funkci
f(t) = e“ti+ et

Vypocitejte jeho rychlost a zrychleni v ¢ase t = 2s.
@ Urcete vektory rychlosti a zrychleni pohybu hmotného bodu,

ktery je dan vektorovou funkei £(t) = (t +1)i + (£2 +4)j + tk
a urete vektory rychlosti a zrychleni v ¢ase t = 3s.

@ Pohyb hmotného bodu je uréen vektorovou funkci
f(t) = cos(wt)i + sin(wt)/.
Dokazte, ¥e plati (t) + w?f'(t) = 0.
Vypoditejte rychlost a zrychleni hmotného bodu.



Vektorova funkce 2 a vice proménnych

Je-li dana libovolnd mnoZzina bodi Q C E,, pak
vektorovou funkci dvou proménnych x, y nazyvame funkci, kterd
kazdému bodu (x,y) € Q p¥ifadi jediny vektor

F(x,y) = (P(x,5), Q(x,y), R(x,y)) = P(x,y)i + Q(x,y)j + R(x,y)k.

Vektorovou funkci téi proménnych x, y, z nazyvame funkci, kterd
kazdému bodu (x,y, z) € Q,Q C Es, p¥itadi jediny vektor

f(x,,2) = (P(x,¥,2), Q(x,¥,2), R(x,y,2))

Stru¢ngji mizeme psat

f(X) = P(X)i'+ Q(X)j + R(X)k,
kde X = (x,y) pro funkci dvou prom&nnych,
resp. X = (x,y,z) pro funkci tfi proménnych.



Divergence a rotace vektorového pole

Necht je vektorové pole uréené vektorovou funkci F(X) = (P(X), Q(X), R(X)).
kde funkce P(X), Q(X), R(X) jsou spojit& diferencovatelné v Q C Es.

. - _» OP R
divergence pole f : div f = Vf = 4 + == 0@ 4+ 9
ox 9y ' 0z

Divergence vektorového pole je skalarni pole. Pokud v kazdém bod&
vektorového pole f plati div f = 0, je toto pole nez¥idlové (solenoiddlni).

ik
rotacepolef: rot f=V x f = 2 i 2
Ox 0Oy Oz
P Q R

Rotace vektorového pole je vektorove pole. Pokud v kaZzdém bodé&
vektorového pole f plati rot f = 0, je toto pole nevirové (laminarni).

P¥iklad. Vektorové pole rychlosti V(x,y, z) staciondrniho proudé&ni kapaliny.
Diveregence vektorového pole v bod& A je skalar, ktery uréuje objemové mnoZstvi
kapaliny, které vytece za jednotku &asu z jednotkového objemu v okoli bodu A, neboli
vydatnost zfidla jednotkového objemu.

Rotace vektorového pole vV v bodé A je vektor, jehoz smér uréuje osu, kolem které
kapalina v malém okoli bodu A rotuje jako celek.



Potencialni pole

Jsou-li funkce P, Q, R vektorového pole F(X) = (P(X), Q(X), R(X))
spojité v Q CEz a P dx + Q dy + R dz je totalnim diferencidlem
kmenové funkce u(x, y, z), nazyvd se funkce u potencidlem vektorového
pole fa plati f= grad u(x,y, z). Vektorové pole F(X) které je
gradientem né&jakého skaldrniho pole u, se nazyva potencidlnim

(konzervativnim) polem. Pole je potencialni, pravé kdyZ je nevirové.
Skalarni elektrostatické pole: skalarni hladiny — ekvipotencidlni plochy.

Gradient elektrostatického pole uréuje potencidlni vektorové pole, které charakterizuje
intenzitu daného pole.

Vektorové pole lIze ilustrovat vektorovymi &arami — kfivkami, jichz se f v kazdém bodé
dotykd (silo¢dry, indukeéni &ary, proudnice).

\

(e X ==

v(x) X

obvodové rychlosti
rota&niho pohybu centralni silové pole
tuhého télesa

rychlost laminarniho
proud&ni kapaliny



Ptiklady

o Vypoltéte divergenci a rotaci vektorového pole f
o f(x,y,z) = (2X 3y,4z)
o F(x,y.2) = (Pyz. 02, x72%),
o f(x,y,z) = (5|ny+z Xcosy—z) 0),
o f(x,y,z) =grad (x> + y* + 2°).

@ Rozhodnéte, zda dané vektorové pole je nezfidlové, nevirové,

potencialni.

o f(x,y,2) = (x+yz,y* + xz,2° + xy),
o f(x,y,2)=(y+z,x+2z,x+y),
L f(XayaZ):(X7_227y2)'

o f(x,y,z) = grad(xyz).
o Vypotitejte divergenci vektorového pole
f(x,y,z) = (e*yz,xe¥z, xye?) v bod& A = [1,0,0].
@ Vypoditejte rotaci vektorového pole
f(x,y,z) = (yze*, xze”, xye?) v bodé A = [1,0,0].
@ Rozhodnéte, zda dané vektorové pole je (ne)z¥idlové,
(ne)virové. f(x,y,z) = (e¥yz, xe¥, xye?)
@ Rozhodnéte, zda dané vektorové pole je (ne)zfidlové,

—

(ne)virové. f(x,y,z) = grad(In(x +y + z))



Operace druhého ¥adu

Je dano skalarni pole u(x,y, z) a vektorové pole f= (P,Q,R),
funkce u, P, @, R maji spojité parcidlni derivace 2. ¥adu.
Operace gradient, rotace a divergence jsou operace 1. ¥adu.

@ grad u — vektor

o div f — skaldr

e rot f — vektor
Jestlize na jejich vysledky opé&t pouzijeme operace 1. ¥adu,
dostaneme 5 operaci druhého ¥adu

e div grad u = Au (Laplacelv operétor)
@ rot grad u = 0

o divrot f=0

e grad div f

e rot rot f



Parcidlni derivace 2. ¥adu funkce z = f(x, y)
of of

Ox' Oy
Parcidlni derivace 2. ¥adu — derivovanim derivaci 1. fadu:

0% _ 9 (of\ o _ 9 (of
Ox2  Ox \ Ox dyox  Jy \ Ox
2 _ o (0r\ @ _ 0 (of
Ox0y  Ox \ Oy dy2 Oy \ Oy

Jsou-li smiSené derivace spojité, jsou si rovny.
P¥iklad

Parcidlni derivace 1. ¥adu:

3
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f(x,y) =X2y+;
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Derivace vyssich radi
03 f 03f

~ 7] . — 2ot il —
Piklad: f(x,y) = y*sinx. Urtime 5 28, = Oxdxdy

Z3alezi na potadi derivovani? (P¥i jaké postaujici podmince?)

° or _ 2y sin x z ° =y?
(‘)yiy Oa—xzycosx ox =) cosx
° al — 7 ° Ff __ g ° 2l = 2y cos x
oxdy yeosx axax Y "X Ox0y N
Pf >*f . Bf ,
_ i o - — — 2ysinx - -2
® Gxaxay  2YSinx oxoxdy i A

@ Kolik je parcialnich derivaci 3. ¥adu funkce 2 promé&nnych?

@ Kolik z nich je (pro tuto funkci) riiznych?

823f 831‘2
3 Ix20y Ix0y’ 3
ﬁ:— 2cosx  ~2f = 2ysinx ’f_ _ 2cosx 8—20
Ox3 y 8x83y<9x Y dyOxdy Oy3

o°f O3 y

Oy Ox? dy20x



Parcidlni derivace 2. ¥adu funkce f(x, y, z) tfi promé&nnych
Ptiklad: f(x,y,z) = arcsiny + (x3 + y2 + z)€”.

@ Parcialni derivace 1. ¥adu.
of 5 of 1 of 3 5
e = e 3 1_y2+ yet oo = Hy tztl)e

@ Parcidlni derivace 2. ¥adu.
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Tayloriiv polynom

of o
df = ad+a—yc/

2

d2f—d(df)—d<5fd +3fd) O2f

0 d
d*f = d (d*f)

0*f 0*f
S+ 25 3 dxdy+872dy2

Necht funkce f(x,y) ma v okoli bodu A = [xo, yo] € D(f) spojité
parcidlni derivace do 3. ¥adu. Potom v bod& X z okoli bodu A plati

f(X) = Ta(X) + R3(X)
Ta(X) = F(A) + df (A) + dth) R = LFA +3£'(A - X))
dx=x-x0, dy =y -y £€(0,1)
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