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Skalárńı pole – p̌ripomenut́ı
Skalárńı pole v Ω ⊂ E3 je určeno libovolnou funkćı u(x , y , z), která je v Ω
definovaná.
Hladina skalárńıho pole (ekvipotenciálńı plocha) je plocha vyjáďrená rovnićı
u(x , y , z) = const.
Mı́rou změny skalárńıho pole je derivace ve směru.

Gradient. Jestliže u(~r) = u(x , y , z), kde ~r = x~i + y~j + z~k je diferencovatelné
skalárńı pole, pak jeho gradientem nazveme vektor
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zapisujeme

grad u = ∇u.

Gradient pole u má v bodě (x , y , z) směr normálového vektoru
ekvipotenciálńı plochy u(x , y , z) = C , která t́ımto bodem procháźı.

Velikost tohoto vektoru je |grad u| =
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a jeho

směr je směrem nejvěťśıho spádu pole u.

Derivace pole u ve směru ` má tvar
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Vektor, funkce, vektorová funkce
Funkce je p̌redpis, který

každému prvku z množiny D (definičńıho oboru funkce)
jednoznačně p̌rǐrad́ı

prvek z množiny H (oboru hodnot funkce).

∀a ∈ D(f )
f→ jediné b ∈ H(f ) : b = f (a)

Př́ıklady

D(f ) ⊆ R H(f ) ⊆ R reálná funkce funkce jedné reálné proměnné
D(f ) ⊆ R2 H(f ) ⊆ R reálná funkce funkce 2 reálných proměnných
D(f ) ⊆ R H(f ) ⊆ R2 vektorová funkce jedné reálné proměnné
D(f ) ⊆ R2 H(f ) ⊆ R2 vektorová funkce dvou proměnných

Vektor: prvky - č́ısla nebo funkce
Operace s vektory součet, násobeńı reálným č́ıslem,

skalárńı součin, vektorový součin
Vektor z funkćı: limity, derivace, . . .



Vektorová funkce jedné proměnné (vektorové pole)
Necht’ D ⊆ R. Je-li ∀t ∈ D p̌rǐrazen jediný vektor

~f (t) = (x(t), y(t), z(t)) = x(t)~i + y(t)~j + z(t)~k,

kde ~i = (1, 0, 0), ~j = (0, 1, 0), ~k = (0, 0, 1),

ř́ıkáme, že v množině D je definována

vektorová funkce ~f (t) jednoho reálného argumentu t.

Definičńı obor vektorové funkce ~f (t) je množina D.
Obor hodnot: množina vektor̊u o složkách x(t), y(t), z(t),

složky vektor̊u jsou reálné funkce argumentu t.
Vektorové pole je v matematice a fyzice

funkce p̌rǐrazuj́ıćı každému bodu prostoru vektor.
Ve fyzice se už́ıvá k popisu změny vektorové veličiny (nap̌r. pole rychlost́ı
kapaliny v jednotlivých bodech, vektorové pole śıly v gravitačńım poli).
Geometrický význam vektorové funkce
~f (t) je množina bodů v trojrozměrném prostoru o soǔradnićıch
(x(t), y(t), z(t)), t ∈ D. Jsou-li funkce x(t), y(t), z(t) spojité v množině

D, pak spojitá vektorová funkce ~f (t) je rovnićı prostorové ǩrivky, jej́ıž
parametrické vyjáďreńı má tvar x = x(t), y = y(t), z = z(t), t ∈ D.
Z fyzikálńıho hlediska p̌redstavuje vektorová funkce trajektorii
pohybuj́ıćıho se hmotného bodu.



Př́ıklady

Určete definičńı obor vektorové funkce

~f (t) =

(
2arcsin

2t − 4

3
+ 3

)
~i + 3arccos

t − 4

3
~j + t~k .

Pohyb hmotného bodu je určen vektorovou funkćı

~f (t) = eωt~i + e−ωt~j .

Vypoč́ıtejte jeho rychlost a zrychleńı v čase t = 2s.

Určete vektory rychlosti a zrychleńı pohybu hmotného bodu,
který je dán vektorovou funkćı ~f (t) = (t + 1)~i + (t2 + 4)~j + t~k
a určete vektory rychlosti a zrychleńı v čase t = 3s.

Pohyb hmotného bodu je určen vektorovou funkćı

~f (t) = cos(ωt)~i + sin(ωt)~j .

Dokažte, že plat́ı ~f ′′(t) + ω2~f ′(t) = 0.
Vypoč́ıtejte rychlost a zrychleńı hmotného bodu.



Vektorová funkce 2 a v́ıce proměnných

Je-li dána libovolná množina bodů Ω ⊂ E2, pak
vektorovou funkćı dvou proměnných x , y nazýváme funkci, která
každému bodu (x , y) ∈ Ω p̌rǐrad́ı jediný vektor

~f (x , y) = (P(x , y),Q(x , y),R(x , y)) = P(x , y)~i + Q(x , y)~j + R(x , y)~k.

Vektorovou funkćı ťŕı proměnných x , y , z nazýváme funkci, která
každému bodu (x , y , z) ∈ Ω,Ω ⊂ E3, p̌rǐrad́ı jediný vektor

~f (x , y , z) = (P(x , y , z),Q(x , y , z),R(x , y , z))

Stručněji můžeme psát

~f (X ) = P(X )~i + Q(X )~j + R(X )~k ,

kde X = (x , y) pro funkci dvou proměnných,
resp. X = (x , y , z) pro funkci ťŕı proměnných.



Divergence a rotace vektorového pole
Necht’ je vektorové pole určené vektorovou funkćı ~f (X ) = (P(X ), Q(X ), R(X )),

kde funkce P(X ), Q(X ), R(X ) jsou spojitě diferencovatelné v Ω ⊂ E3.

divergence pole ~f : div ~f = ∇~f =
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

Divergence vektorového pole je skalárńı pole. Pokud v každém bodě
vektorového pole ~f plat́ı div ~f = 0, je toto pole nežŕıdlové (solenoidálńı).

rotace pole ~f : rot ~f = ∇× ~f =
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∂
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∣∣∣∣∣∣∣∣
Rotace vektorového pole je vektorové pole. Pokud v každém bodě
vektorového pole ~f plat́ı rot ~f = ~0, je toto pole nev́ırové (laminárńı).

Př́ıklad. Vektorové pole rychlosti ~v(x , y , z) stacionárńıho prouděńı kapaliny.
Diveregence vektorového pole v bodě A je skalár, který určuje objemové množstv́ı
kapaliny, které vyteče za jednotku času z jednotkového objemu v okoĺı bodu A, neboli
vydatnost žŕıdla jednotkového objemu.
Rotace vektorového pole ~v v bodě A je vektor, jehož směr určuje osu, kolem které
kapalina v malém okoĺı bodu A rotuje jako celek.



Potenciálńı pole
Jsou-li funkce P,Q,R vektorového pole ~f (X ) = (P(X ),Q(X ),R(X ))
spojité v Ω ⊂ E3 a P dx + Q dy + R dz je totálńım diferenciálem
kmenové funkce u(x , y , z), nazývá se funkce u potenciálem vektorového

pole ~f a plat́ı ~f = grad u(x , y , z). Vektorové pole ~f (X ), které je
gradientem nějakého skalárńıho pole u, se nazývá potenciálńım
(konzervativńım) polem. Pole je potenciálńı, právě když je nev́ırové.
Skalárńı elektrostatické pole: skalárńı hladiny – ekvipotenciálńı plochy.
Gradient elektrostatického pole určuje potenciálńı vektorové pole, které charakterizuje
intenzitu daného pole.
Vektorové pole lze ilustrovat vektorovými čarami – ǩrivkami, jichž se ~f v každém bodě
dotýká (siločáry, indukčńı čáry, proudnice).

obvodové rychlosti
rotačńıho pohybu
tuhého tělesa

centrálńı silové pole
rychlost laminárńıho
prouděńı kapaliny



Př́ıklady
Vypočtěte divergenci a rotaci vektorového pole ~f

f (x , y , z) = (2x , 3y , 4z),
f (x , y , z) = (x2yz , xy2z , xyz2),
f (x , y , z) = (sin y + z , x cos y − z), 0),
f (x , y , z) = grad (x3 + y3 + z3).

Rozhodněte, zda dané vektorové pole je nežŕıdlové, nev́ırové,
potenciálńı.

f (x , y , z) = (x + yz , y2 + xz , z2 + xy),
f (x , y , z) = (y + z , x + z , x + y),
f (x , y , z) = (x ,−z2, y2),
f (x , y , z) = grad(xyz).

Vypoč́ıtejte divergenci vektorového pole
~f (x , y , z) = (exyz , xeyz , xyez) v bodě A = [1, 0, 0].

Vypoč́ıtejte rotaci vektorového pole
~f (x , y , z) = (yzex , xzey , xyez) v bodě A = [1, 0, 0].

Rozhodněte, zda dané vektorové pole je (ne)žŕıdlové,
(ne)v́ırové. ~f (x , y , z) = (exyz , xey , xyez)

Rozhodněte, zda dané vektorové pole je (ne)žŕıdlové,
(ne)v́ırové. ~f (x , y , z) = grad(ln(x + y + z))



Operace druhého řádu

Je dáno skalárńı pole u(x , y , z) a vektorové pole ~f = (P,Q,R),
funkce u,P,Q,R maj́ı spojité parciálńı derivace 2. řádu.
Operace gradient, rotace a divergence jsou operace 1. řádu.

grad u → vektor

div ~f → skalár

rot ~f → vektor

Jestliže na jejich výsledky opět použijeme operace 1. řádu,
dostaneme 5 operaćı druhého řádu

div grad u = ∆u (Laplace̊uv operátor)

rot grad u = ~0

div rot ~f = 0

grad div ~f

rot rot ~f



Parciálńı derivace 2. řádu funkce z = f (x , y)

Parciálńı derivace 1. řádu:
∂f

∂x
,
∂f

∂y
Parciálńı derivace 2. řádu – derivováńım derivaćı 1. řádu:

∂2f

∂x2
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)
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∂y

(
∂f

∂x

)
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)
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(
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)
Jsou-li sḿı̌sené derivace spojité, jsou si rovny.

Př́ıklad

f (x , y) = x2y +
y3

x4

∂f

∂x
= 2xy − 4y3
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∂2f

∂x2
= 2y +

20y3
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=
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Derivace vyš̌śıch řádů

Př́ıklad: f (x , y) = y2 sin x . Urč́ıme
∂3f

∂x2∂y
=

∂3f

∂x∂x∂y

Zálež́ı na pǒrad́ı derivováńı? (Při jaké postačuj́ıćı podḿınce?)

∂f

∂y
= 2y sin x

∂2f

∂x∂y
= 2y cos x

∂3f

∂x∂x∂y
− 2y sin x

∂f

∂x
= y2 cos x

∂2f

∂x∂x
= −y2 sin x

∂3f

∂x∂x∂y
− 2y sin x

∂f

∂x
= y2 cos x

∂2f

∂x∂y
= 2y cos x

∂3f

∂x∂x∂y
− 2y sin x

Kolik je parciálńıch derivaćı 3. řádu funkce 2 proměnných?

Kolik z nich je (pro tuto funkci) r̊uzných?

∂3f

∂x3
= −y2 cos x

∂3f
∂x2∂y
∂3f

∂x∂y∂x
∂3f

∂y∂x2

= −2y sin x

∂3f
∂x∂y2

∂3f
∂y∂x∂y

∂3f
∂y2∂x

= 2 cos x
∂3f

∂y3
= 0



Parciálńı derivace 2. řádu funkce f (x , y , z) ťŕı proměnných

Př́ıklad: f (x , y , z) = arcsiny + (x3 + y2 + z)ez .

Parciálńı derivace 1. řádu.
∂f

∂x
= 3x2ez

∂f

∂y
=

1√
1− y2

+ 2yez
∂f

∂z
= (x3 + y2 + z + 1)ez

Parciálńı derivace 2. řádu.

∂2f

∂x2
= 6xez

∂2f

∂x∂y
= 0

∂2f

∂x∂z
= 3x2ez

∂2f

∂y∂x
= 0

∂2f

∂y2
=

y√
(1− y2)3

∂2f

∂y∂z
= 2yez

∂2f

∂z∂x
= 3x2ez

∂2f

∂z∂y
= 2yez

∂2f

∂z2
= (x3 + y2 + z + 2)ez



Taylor̊uv polynom

df =
∂f

∂x
dx +

∂f

∂y
dy

d2f = d(df ) = d

(
∂f

∂x
dx +

∂f

∂y
dy

)
=
∂2f

∂x2
dx2 + 2

∂2f

∂x∂y
dxdy +

∂2f

∂y2
dy2

d3f = d
(
d2f
)

Necht’ funkce f (x , y) má v okoĺı bodu A = [x0, y0] ∈ D(f ) spojité
parciálńı derivace do 3. řádu. Potom v bodě X z okoĺı bodu A plat́ı

f (X ) = T2(X ) + R3(X )

T2(X ) = f (A) + df (A) +
d2f (A)

2!
R3(X ) =

d3f (A + ξ(A− X ))

3!
,

dx = x − x0, dy = y − y0 ξ ∈ (0, 1)
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