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Geometricky vyznam derivace

Funkce jedné proménné.

Derivace funkce jedné prom&nné v daném bod& (xo) je smérnice tedny ke
grafu funkce jedné prom&nné v tomto bod& ([xo, f(x0)])-

Funkce dvou proménnych.

Of (x, . .
9f(x0. y0) je smérnice te¢ny v bod& [xo, yo, z0] '

X
¥ezu plochy z = f(x, y) rovinou y = y, I g
rovnob&Znou s rovinou (xz). /

of (%0, y0)

dy
¥ezu plochy z = f(x, y) rovinou x = xg
rovnob&Znou s rovinou (yz).

je smérnice teény v bodé [xo, yo, z0]

A=[T,y4]

Rozliujeme bod z defini&€niho oboru a bod na grafu funkce.



Diferencovatelnost funkce

Definice (J.Neustupa, Matematika Il, str. 26)

Funkce z = f(x,y) je v bod& A = [xo, yo] € D(f) diferencovatelna,
jestlize k ploge z = f(x,y) v bod& plochy [xo, yo, f(x0)]
existuje te€na rovina popsana

z=L(x,y), L(x,y)="f(x0,y)+a(x—x)+ by — y),

kterd neni rovnob&Znd s osou y,
pro kterou plati
lim f(X7y) 7 L(XvY)
XA [IX = Al

(limita zaru¥uje jednozna&nost koeficientil a, b a jednozna&nost roviny)

=0

Funkce z = f(x,y) je v bod& A = [xo, yo] € D(f) diferencovatelna,

existuje-li linedrni funkce L(x,y) = f(xo0, yo0) + a(x — x0) + b(y — »)
Ly . f(Xv)/)_L(X?y)_

takova, ze )![PA W =0



Diferencovatelnost a spojitost

Véta Je-li funkce v bodé A diferencovatelnd, ma v bod& A parcidlni
derivace 1.¥adu a pro koeficienty a, b L(x,y) = f(A) + a(x — x0) + b(y — y0)
of(A)
ox '~ Oy

plati: a =

Véta Jsou-li parcialni derivace 1.radu spojité v bodé A,
je funkce v bodé A diferencovatelna.

Véta Je-li funkce v bodé A diferencovatelnd, je vtomto bodé spojita.

Funkce je diferencovatelna v mnoziné M C E,, je-li
diferencovatelna v kazdém bod& mnoZiny M.

Funkce je diferencovatelna, je-li diferencovatelna v kazdém bodé&
defini¢niho oboru.



Tecna rovina a normala, diferencial
Necht funkce z = f(x, y) je diferencovatelnd v bod& A = [xo, yo] € Eo.
Te&nou rovinou ke grafu funkce z = f(x,y) v bod& dotyku (bod na grafu
funkce) P = [xo, Y0, 20 = f(x0, ¥o)] nazyvdme mnoZinu bodi v Es:

of of
T:z="f(x0,Y0) + (Xa(:yO)(X —x0) + (g(;}/o)(y — Yo)
Normalovy vektor te¢né roviny: 7= 6f(xo,y0)7 8f(XO7yO), —-1).
Ox dy

Normala grafu funkce f v bod& P je pfimka, kterd je kolma k te¢né
roving a prochazi bodem P, tj. sm&rovym vektorem normily je vektor i.

Parametrické rovnice normily jsou:

X=P+a-t, tj | v |=|w |+ Aaf(goyyo) t, teR
z 20 -1
Diferencidl funkce f v bod& A
f(A f(A
df(A):a( )dx—l—a( )dy

0x dy



Piklady

© Najdéte rovnici te€né roviny T a normaly n grafu funkce
f(x,y) =2x% —4y? vbod& T =[2,1,7].
Vypotitejte p¥iblizn& hodnotu funkce f v bod& [2.2,1.3].

@ Najdéte rovnici te¢né roviny 7 a normaly n grafu funkce

f(x,y) = Larcsin(y) v bod& T = [3, 22,7]

@ Najdéte rovnici te¢né roviny 7 plochy z = x>+ xy — y? + x+3
rovnobézné s danou rovinou p: 5x — 3y —z =0.

P¥iklady (96,97,101-107) ve sbirce (UTM):

https://mat.nipax.cz/_media/diferencialni_pocet-cast_2.pdf



Diferencial: pouziti a geometricky vyznam
Definice Je-li funkce diferencovatelnd, nazyva se vyraz

f
dz = df(x,y) = %dx + a—ydy

totalni diferencial funkce z = f(x, y)
Diferencial funkce f v bodé A

Of (A Of(A
df(A) = a(x)dx+ 8(}/)dy

Diferencidl Ize pouzit nap¥iklad k pFibliZznému vypoctu hodnot funkce:

f(Xv)/) = f(X07)/0) + df(X07y0)

Of (xo,
df(X07y0) _ (XO yO)

If (x0, y0)
d d
Ox X+ dy N

Geometricky vyznam: Totalni diferencial funkce dvou proménnych je

prirastek méfeny na te€né roviné.
P¥iklady (92-95, 98-100) ve sbirce (UTM):

https://mat.nipax.cz/_media/diferencialni_pocet-cast_2.pdf



P¥iklady — pouziti diferencialu

Ptiklad 1. O kolik se (p¥iblizng&) zmé&ni plocha a dhlop¥itka obdélnika o
strandch délek x = 6m, y = 8m, jestlize se strana x zvét$i o 2mm a
strana y zmensi o bmm?

Plocha p(x,y) = xy, p(6,8) = 48, Ap =dp
p(6+ Ax,8 + Ay) = p(6+2-1073, 8 —5-1073) = p(6,8) + dp(6,8)

dp(6,8)=_8 (6+2-10°—6)+_ 6 (8—5-107%—8)= —140[cm?]

2u6.) ps 26(6.) dy

Uhlopfitka u = /X2 + y2, u(6,8) = /36 + 48 = 10, Au=du
du(6,8) = 5(2-1073) — &(5-107%) = 28 - 107*[m]

Priklad 2. Mé&Fenim polomé&ru podstavy r a vysky h vélce se ziskaly
nasledujici vysledky: r =2,5m+0,1m, h=4,0m=+0,2m.

S jakou absolutni chybou a jakou relativni chybou Ize vypotitat objem
valce?

P¥iklad 3. Strany trojihelnika maji rozmé&ry
a=200m=+2m, B =300m+5m a dhel mezi nimi je roven v = 60° £+ 1°.
S jakou absolutni chybou Ize spoéitat délku 3. strany?



Taylorliv polynom 1. stupné

Se stfedem v bodé A,

o funkce jedné promé&nné : A = xy (pFfipomenuti)

f” Xo)
2!

(n)

Th(x) = f(x0) + f'(x0)(x — x0)+ oy

e funkce dvou prom&nnych: A = [xo, yo|

If (x0, y0) of (x0, ¥o)

Ti(x,y) = f(x0, y0) + O (x —x0) + T(y ~ 0)

df (x0,y0)

Ti(x,y) = f(A) + df (A)



Diferencovatelnost, diferencial, te¢na rovina - pfiklad

f(X,y):X2*2X)/*3y2, A:[*l,l]

@ defini¢ni obor D(f) = R?, f(x,y) je spojitd v R.
of of

@ derivace 1. ¥adu: — =2x — 2y, — = —2x — 6y, parcidlni
Ox dy

derivace jsou spojité v R? = funkce f je diferencovatelnd v R?
© derivace 1. ¥adu v bodé A: 81‘( ) = —4, M =—4
ox Oy
Q diferencial: df = (2x — 2y)dx + (—2x — 6y)dy
v bod& A: df(A) = —4dx — 4dy
@ rovnice te¢né roviny v bod& [-1,1,f(—-1,1)] = [-1,1,0]:
Tiz=—-4x+1)—-4(y-1)
@ Taylorlv polynom 1. stupné se stfedem v bod& A:
Ti(x,y) = —4(x+1) —4(x — 1)
@ pribliznd hodnota funkce v bodé& [—1.1,1.2]:
f(-1.1, 1.2) = T3(-1.1, 1.2) = —4(—-0.1) — 4(0.2) = —-0.4
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