Funkce vice proménnych

Limita a spojitost, parcidlni derivace 1. ¥adu
diferencidl, te¢nd rovina a normala
gradient, derivace ve sméru

Cviceni 3, 4, 5



Obsah

@ Vrstevnice(izokfivky)

© Limita a spojitost

9 Derivace, diferencovatelnost, diferencial
@ Tetna rovina a norméla, diferencidl

© Tayloriiv polynom 1.stupné

@ Gradient, derivace ve sméru

@ Shruti (derivace 1. ¥adu)



Vrstevnice, vrstevnicovy graf funkce 2 promé&nnych
Vrstevnici plochy z = f(x, y) rozumime mnoZinu bodi v roving,
kterym funkce z = f(x, y) pFifazuje stejnou funkeni hodnotu.
Rovnice vrstevnice: f(x,y) = C
Ve fyzice je rovnici f(x,y,z) = C je urtena skalarni hladina
skalarniho pole (izobara, izoterma)

Pviklad
z=14/16 —x%2—y?

@ Definitni obor: D(f) = {[x,y] € R? : x® + y* < 16}
Kruh se stfedem v [0, 0] a polom&rem 4.
@ Vrstevnice: z = C, C € (0, 4), napfiklad

z=0=>x24+y2=16

z=1=x2+y?>=15

: |/
z=4=>x>4+y2=0




Priklad

Urcete definiéni obor a naleznéte vrstevnicovy graf funkce

z = /Xy
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Priklad

z=2x+3y -4

<

k=-2 ™\
F—-%k=2"\\\\\\
Kt=—b .



Priklad

Urcete defini¢éni obor a nalezné&te vrstevnicovy graf funkce

Y




Pojmy (z prednasky)
Body A, X, Y € E,
e Vzdalenost bodi X = [x1,...,xs] @ Y =[y1,..., ¥l

1X = ¥l = /00 —y2)2 -+ (0 — y0)?

Okolf bodu U(A), R-okoli (-okoli bodu) Ur(A) (Us(A)),
prstencové okoli bodu P(A), Pr(A),Ps(A).

Vnifni bod mnoZziny, hrani¢ni bod mnoZiny.

Hromadny bod mnoZiny, izolovany bod mnoZiny.

Limita posloupnosti {X,}?2, v E,

lim  [|Xc—A| =0= lim Xs=A
K00 N e k—ro0

posloupnost vzdélenosti

(]

Limitu posloupnosti bodi { Xy} Ize potitat " po soutadnicich”.
ink 3k?+2k k+2
{Xk} _ sin 3 + + . lim Xk — |:07_3 0:|
k—o0

k' 1—4Kk2’ K2 4



Okoli bodu a hromadny bod
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Limita a spojitost
Limita funkce f(X) v bod& Xp € E, je a € R*
XIimX f(X)=aeVe>030>0VX € Ps(Xo) : |f(X)—a|l <e
—Xo
Jind definice (skripta): Xlin} f(X) = a (vzhledem k mnozing M)
— X0
jestlize pro kaZdou posloupnost bodi { Xy} v prstencovém okoli
P(Xo) C D(f) (resp. P(Xo) N M € D(f)) plati:
lim Xk = Xo = lim f(Xk) = a
k—00 k—o00
Véta Funkce mizZe mit v bodé Xj nejvyse jednu limitu.
Véta O "aritmetice’ limit.
O limitach funkci n proménnych plati analogické véty jako pro
limity funkce jedné proménné.
Funkce y = f(X) je spojita v bodé X, € D(f) &
O existuje lim f(X) a
X—)Xo

Q@ Jim f(X)=f(Xo)
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Limity: ptiklady

Pf¥iklad
sin x oznatime u = xy sinu
lim 4 prox =0,y =0 | = Iim0 =l
X — [0,0] Xy u— u
XA 0.y 40 u—0
P¥iklad (limita neexistuje)
im X —y | po pfimce y = x ~him X=X o
oyl =00 Xx+y|prox—=0=y—0 x>0 X+X
X 7# =y y=x
= 7 1
ALE | 2 po lim Y jim 22
primce y = 2x | X—[0,0] X +y  x—0 x + 2x 3

Casto byva vhodna transformace do polarnich soufadnic:
X=rcost y=rsint

Dostaneme-li vysledek nezdvisly na t, limita existuje.

O neexistenci limity se miZeme p¥esvéd&it napfiklad tak,

Ze najdeme dvé rizné hodnoty pro dvé rizné "cesty”, po kterych se bliZzime k bodu Xp.
(nap¥. y = kx,y = kx?...)

Ale dostaneme-li na dvou cestidch do bodu Xy stejné limity,
nemiZeme o existenci limity délat zadny zavér.



Parcialni derivace

Definice
Rekneme, e funkce z = f(x,y) ma v bod& A = [xg, yo] € R?
parcidlni derivaci (prvého ¥adu) podle x, jestlize existuje (vlastni)
Flxo + h,yo) — f
limita lim (xo + h, yo) (Xo,yo)'
. h—0 h
Rekneme, Ze funkce z = f(x,y) ma v bodé A = [xg, yo] € R?
parcidlni derivaci (prvého ¥adu) podle y, jestlize existuje (vlastni)
f hy — f
imita i [0 y0 + h) = f(x0, y0)
h—0 h

Poznamka

P¥i vypoctu parcidlni derivace funkce n proménnych postupujeme

tak, ze n — 1 proménnych povaZujeme za konstanty

a derivujeme obvyklym zpisobem (podle stejnych pravidel)
funkce jedné proménné.

Znaéeni:

of of of(A) Of of
iy S=(x0v0) |52
Ox Oy Ox oy Ox | 5

derivace v bodé&

f
Pro definiéni obor plati: D (g ) C D(f)

X



Piklady

= x*y® +5x3 + 6y, A= [1,1]

= x2Iny + ysinx cos x

© 06 00O
A;H\/—\/-\

5}'::yxz+3~|n(y)~2x

0 flxy)= ==

P¥iklady (71 - 90) ve sbirce (UTM):

https://mat.nipax.cz/_media/definicni_obory.pdf



Geometricky vyznam derivace

Funkce jedné proménné.

Derivace funkce jedné prom&nné v daném bod& (xo) je smérnice tedny ke
grafu funkce jedné prom&nné v tomto bod& ([xo, f(x0)])-

Funkce dvou proménnych.

Of (x, . .
9f(x0. y0) je smérnice te¢ny v bod& [xo, yo, z0] '

X
¥ezu plochy z = f(x, y) rovinou y = y, I g
rovnob&Znou s rovinou (xz). /

of (%0, y0)

dy
¥ezu plochy z = f(x, y) rovinou x = xg
rovnob&Znou s rovinou (yz).

je smérnice teény v bodé [xo, yo, z0]

A=[T,y4]

Rozliujeme bod z defini&€niho oboru a bod na grafu funkce.



Diferencovatelnost funkce

Definice (J.Neustupa, Matematika Il, str. 26)

Funkce z = f(x,y) je v bod& A = [xo, yo] € D(f) diferencovatelna,
jestlize k ploge z = f(x,y) v bod& plochy [xo, yo, f(x0)]
existuje te€na rovina popsana

z=L(x,y), L(x,y)="f(x0,y)+a(x—x)+ by — y),

kterd neni rovnob&Znd s osou y,
pro kterou plati
lim f(va) 7 L(XaY)
XA [IX = Al

(limita zaru¥uje jednozna&nost koeficientil a, b a jednozna&nost roviny)

Funkce z = f(x,y) je v bod& A = [xo, yo] € D(f) diferencovatelna,

existuje-li linedrni funkce L(x,y) = f(xo, ¥0) + a(x — x0) + b(y — yo)
(o . f(Xv)/)_L(va)

takOVa, ze )![PA W



Diferencovatelnost a spojitost

Véta Je-li funkce v bodé A diferencovatelnd, ma v bod& A parcidlni
derivace 1.¥adu a pro koeficienty a, b L(x,y) = f(A) + a(x — x0) + b(y — y0)
of(A)
ox '~ Oy

plati: a =

Véta Jsou-li parcialni derivace 1.radu spojité v bodé A,
je funkce v bodé A diferencovatelna.

Véta Je-li funkce v bodé A diferencovatelnd, je vtomto bodé spojita.

Funkce je diferencovatelna v mnoziné M C E,, je-li
diferencovatelna v kazdém bod& mnoZiny M.

Funkce je diferencovatelna, je-li diferencovatelna v kazdém bodé&
defini¢niho oboru.



Tecna rovina a normala, diferencial
Necht funkce z = f(x, y) je diferencovatelnd v bod& A = [xo, yo] € Eo.
Te&nou rovinou ke grafu funkce z = f(x,y) v bod& dotyku (bod na grafu
funkce) P = [xo, Y0, 20 = f(x0, ¥o)] nazyvdme mnoZinu bodi v Es:

of of
T:z="f(x0,Y0) + (Xa(:yO)(X —x0) + (g(;}/o)(y — Yo)
Normalovy vektor te¢né roviny: 7= 6f(xo,y0)7 8f(XO7yO), —-1).
Ox dy

Normala grafu funkce f v bod& P je pfimka, kterd je kolma k te¢né
roving a prochazi bodem P, tj. sm&rovym vektorem normily je vektor i.

Parametrické rovnice normily jsou:

X=P+a-t, tj | v |=|w |+ Aaf(goyyo) t, teR
z 20 -1
Diferencidl funkce f v bod& A
f(A f(A
df(A):a( )dx—l—a( )dy

0x dy



Piklady

© Najdéte rovnici te€né roviny T a normaly n grafu funkce
f(x,y) =2x% —4y? vbod& T =[2,1,7].
Vypotitejte p¥iblizn& hodnotu funkce f v bod& [2.2,1.3].

@ Najdéte rovnici te¢né roviny 7 a normaly n grafu funkce

f(x,y) = Larcsin(y) v bod& T = [3, 22,7]

@ Najdéte rovnici te¢né roviny 7 plochy z = x>+ xy — y? + x+3
rovnobézné s danou rovinou p: 5x — 3y —z =0.

P¥iklady (96,97,101-107) ve sbirce (UTM):

https://mat.nipax.cz/_media/diferencialni_pocet-cast_2.pdf



Diferencial: pouziti a geometricky vyznam
Definice Je-li funkce diferencovatelnd, nazyva se vyraz

f
dz = df(x,y) = %dx + a—ydy

totalni diferencial funkce z = f(x, y)
Diferencial funkce f v bodé A

Of (A Of(A
df(A) = a(x)dx+ 8(}/)dy

Diferencidl Ize pouzit nap¥iklad k pFibliZznému vypoctu hodnot funkce:

f(Xv)/) = f(X07)/0) + df(X07y0)

Of (xo,
df(X07y0) _ (XO yO)

If (x0, y0)
d d
Ox X+ dy N

Geometricky vyznam: Totalni diferencial funkce dvou proménnych je

prirastek méfeny na te€né roviné.
P¥iklady (92-95, 98-100) ve sbirce (UTM):

https://mat.nipax.cz/_media/diferencialni_pocet-cast_2.pdf



P¥iklady — pouziti diferencialu

Ptiklad 1. O kolik se (p¥iblizng&) zmé&ni plocha a dhlop¥itka obdélnika o
strandch délek x = 6m, y = 8m, jestlize se strana x zvét$i o 2mm a
strana y zmensi o bmm?

Plocha p(x,y) = xy, p(6,8) = 48, Ap =dp
p(6+ Ax,8 + Ay) = p(6+2-1073, 8 —5-1073) = p(6,8) + dp(6,8)

dp(6,8)=_8 (6+2-10°—6)+_ 6 (8—5-107%—8)= —140[cm?]

2u6.) ps 26(6.) dy

Uhlopfitka u = /X2 + y2, u(6,8) = /36 + 48 = 10, Au=du
du(6,8) = 5(2-1073) — &(5-107%) = 28 - 107*[m]

Priklad 2. Mé&Fenim polomé&ru podstavy r a vysky h vélce se ziskaly
nasledujici vysledky: r =2,5m+0,1m, h=4,0m=+0,2m.

S jakou absolutni chybou a jakou relativni chybou Ize vypotitat objem
valce?

P¥iklad 3. Strany trojihelnika maji rozmé&ry
a=200m=+2m, B =300m+5m a dhel mezi nimi je roven v = 60° £+ 1°.
S jakou absolutni chybou Ize spoéitat délku 3. strany?



Taylorliv polynom 1. stupné

Se stfedem v bodé A,

o funkce jedné promé&nné : A = xy (pFfipomenuti)

f” Xo)
2!

(n)

Th(x) = f(x0) + f'(x0)(x — x0)+ oy

e funkce dvou prom&nnych: A = [xo, yo|

If (x0, y0) of (x0, ¥o)

Ti(x,y) = f(x0, y0) + O (x —x0) + T(y ~ 0)

df (x0,y0)

Ti(x,y) = f(A) + df (A)



Diferencovatelnost, diferencial, te¢na rovina - pfiklad

f(X,y):X2*2X)/*3y2, A:[*l,l]

@ defini¢ni obor D(f) = R?, f(x,y) je spojitd v R.
of of

@ derivace 1. ¥adu: — =2x — 2y, — = —2x — 6y, parcidlni
Ox dy

derivace jsou spojité v R? = funkce f je diferencovatelnd v R?
© derivace 1. ¥adu v bodé A: 81‘( ) = —4, M =—4
ox Oy
Q diferencial: df = (2x — 2y)dx + (—2x — 6y)dy
v bod& A: df(A) = —4dx — 4dy
@ rovnice te¢né roviny v bod& [-1,1,f(—-1,1)] = [-1,1,0]:
Tiz=—-4x+1)—-4(y-1)
@ Taylorlv polynom 1. stupné se stfedem v bod& A:
Ti(x,y) = —4(x+1) —4(x — 1)
@ pribliznd hodnota funkce v bodé& [—1.1,1.2]:
f(-1.1, 1.2) = T3(-1.1, 1.2) = —4(—-0.1) — 4(0.2) = —-0.4



Gradient, derivace ve sméru

Gradient funkce y = f(x1,...,x,)

p_ (OF OFoF
& T\ Ox O’ Ox,

Gradient funkce v bod& uréuje smér nejvétsiho ristu (nejv&tsi spad)
funkce v tomto bod&. Pro diferencovatelnou funkci je
derivace funkce (skalarniho pole) f v bod& A ve sméru 5

df(A) | grad f(A)-§ Bg(xf\) o 85(2) et af(A) s,
d§ N ’gl 51+522+...S,21

Derivace skaladrniho pole f(x,y, z) v bod& A ve smé&ru § uréuje priristek skaldrniho
pole f(x, y,z) v bodé A ve smé&ru vektoru 5 neboli rychlost ristu skaldrniho pole
f(x,y,z) v bod& A ve sm&ru vektoru § .

Vlastnosti gradientu

@ Gradient skaldrniho pole f(x,y, z) je v kazdém bod& kolmy k hlading timto
bodem prochazejici.

@ Ve sméru gradientu roste skaldrni pole f(x,y, z) nejrychleji, ve smé&ru opatném
nejrychleji klesa.

@ MaximalIni rychlost rastu skaldrniho pole f(x, y,z) ma velikost v = |grad f|.



Ptiklady

© Urlete dhel mezi gradienty danych funkci v bodé A
f(x,y,z) =xy + yz,
g(x,y,z) =sin(xz) +x+y—zy—1, A=[1,1,0]

@ Urlete, ve kterych bodech z D(f) = E3 je gradient funkce
f(x,y,z) = x? + y2 e 2xyz roven nulovému vektoru.



Priklad

Vypotitejte derivaci funkce f(x,y,z) = 3x%> — 4y3 + 2z* v bod&
A=11,2,1] ve sméru 5= (3,4,5).
of

of
© parcidlni derivace — = 6x, — = —12y2,
ox Jdy

.

8,3
0z z

@ parcidlni derivace v bodé A
O0f(A) _ 6. Of(A) Y
ox dy

of(A)
0z

8

@ gradient grad f(A) = (6,—48,8)

o (A _(6,-488)-(3.45) 13 134
ds 9+16+25 50 52

P¥iklady (127-154) ve sbirce (UTM):

https://mat.nipax.cz/_media/diferencialni_pocet-cast_2.pdf



Shrnuti (derivace 1. ¥adu)
Zndme-li parcidini derivace 1.¥adu funkce dvou promé&nnych g(x,y) v bod& [xo, yo],
maZeme uréit:
@ rovnici te¢né roviny ke grafu funkce v bod& dotyku [xo, yo, zo]

9g(x0, y0 9g(x0, y0
TizZ—2z)= Q(X_XO)"‘Q(}/—YO)
Ox dy
a b 8 b
jejiz normalovy vektor A= g(x yo), g(x0, v0) , 71)
Ox dy
@ parametrické vyjad¥eni normaly
p: X =[x, yo, 0] +tA, teR
@ Tayloriiv polynom 1. stupné&
9g(x0, y0 9g(x0, yo
Ta(,y) = 800, ) + 2010 () 4 28LO0) ()
ox y
@ diferencidl funkce v bod& [xp, yo]
13 5 a )
ag(0, y0) = 28EN) g, G8LOLN
Ox 0
@ gradient

0, , 0 ,
grad g(xo, o) = ( g(g(; yo)’ g(;; yo))

@ derivaci funkce g(x,y) v bod& [xp, yo] ve sméru §
9g(x0, y0)

= grad s
FEa - g(xo YO)

H“TI



Piklady

P¥iklady (155-159) ve sbirce (UTM):

https://mat.nipax.cz/_media/diferencialni_pocet-cast_2.pdf
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