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Funkce v́ıce proměnných
Definice
Necht’ M ⊆ Rn, M 6= ∅.
Funkćı v́ıce proměnných budeme rozumět každé zobrazeńı

f : M → R

Množinu M nazýváme definičńım oborem funkce f a znač́ıme Df

resp. D(f ).
Rn je kartézský součin R× R× . . .R︸ ︷︷ ︸

n krát

.

Zobrazeńı f p̌rǐrazuje každé uspǒrádané n-tici X = (x1, . . . , xn)
reálných č́ısel z množiny M jediné reálné č́ıslo y , proto mluv́ıme o
reálné funkci n reálných proměnných. Zapisujeme y = f (X ).
Pro n = 2 zpravidla použ́ıváme zápis z = f (x , y), pro
n = 3 : u = f (x , y , z).
Př́ıklady:
fyzika: u = f (x , y , z) popisuje skalárńı pole skalárńı veličiny.
objem válce: V = f (r , h) : V = π · r2 · h,
objem kvádru : V = f (a, b, c) : V = a · b · c



Interval a oblast

Při zkoumáńı funkce jedné proměnné jsme pracovali s
množinou M ⊆ R, nejčastěji s intervalem.

Funkce v́ıce (n) proměnných: množina M ⊆ Rn.

Bod P ∈ M je vniťrńım bodem množiny M, jestliže existuje
takové okoĺı bodu P, které celé paťŕı do M.

Množinu M, jej́ıž každý bod je jej́ım vniťrńım bodem,
nazveme otev̌renou množinou.

Otev̌renou množinu M, jej́ıž každé dva body lze spojit
lomenou čarou, která celá lež́ı v M nazveme souvislou.

Otev̌renou souvislou množinu nazveme oblast́ı.

Uzav̌rená oblast je oblast s p̌ridanými hromadnými body,
které do ńı nepaťŕı (oblast a jej́ı hranice).



Definičńı obor

Neńı-li zadán definičńı obor, pak se j́ım rozuḿı maximálńı
”p̌ŕıpustná”podmnožina v Rn, tj. množina bodů, ve kterých má
daná funkce smysl, ve kterých existuje funkčńı hodnota.

Př́ıklad z = arcsin
x

y2
+ arcsin(1− y)

Podḿınky pro definičńı obor:

1 jmenovatel nesḿı být nula: y 6= 0

2 pro arcsin v muśı platit −1 ≤ v ≤ 1

3 pro
x

y2
: −1 ≤ x

y2
≤ 1⇒ −y2 ≤ x ≤ y2

4 pro 1− y : −1 ≤ 1− y ≤ 1⇒ −2 ≤ −y ≤ 0⇒ 0 ≤ y ≤ 2

Podḿınky 1, 3, 4 muśı platit zároveň.
Tedy funkce má smysl v části roviny omezené p̌ŕımkou y = 2,
parabolami y2 = x a −y2 = x včetně hranice s vyjmut́ım počátku.
D(f ) = {[x , y ] ∈ R2 : x ∈ R, y ∈ (0, 2〉 ∧ x ≤ y2 ∧ x ≤ −y2}



Definičńı obor a jeho náčrt

Př́ıklad z =
ln(x + 1)√
4− x2 − y2

Podḿınky pro definičńı obor:

1 jmenovatel nesḿı být nula

2 sudá odmocnina je definovaná pouze pro nezáporné hodnoty

3 logaritmus je definovaný pouze pro kladné hodnoty



Př́ıklady

Popǐste a načrtněte množinu, kde je funkce z = f (x , y) definovaná.
1.

a) z =
x + y − 5

x − y + 8
b) z =

1

x2 − y2
+arcsin x+arccos y



Př́ıklad

2.

a) z =
√

y2 − 1 b) z =

√
y − x2

x3 − y



Vrstevnice, vrstevnicový graf funkce 2 proměnných
Vrstevnićı plochy z = f (x , y) rozuḿıme množinu bodů v rovině,
kterým funkce z = f (x , y) p̌rǐrazuje stejnou funkčńı hodnotu.
Rovnice vrstevnice: f (x , y) = C
Ve fyzice je rovnićı f (x , y , z) = C je určena skalárńı hladina
skalárńıho pole (izobara, izoterma)
Př́ıklad

z =
√

16− x2 − y2

1 Definičńı obor: D(f ) = {[x , y ] ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 16}
Kruh se sťredem v [0, 0] a poloměrem 4.

2 Vrstevnice: z = C ,C ∈ 〈0, 4〉, nap̌ŕıklad

z = 0 ⇒ x2 + y2 = 16
z = 1 ⇒ x2 + y2 = 15
...
z = 4 ⇒ x2 + y2 = 0



Př́ıklady

Určete definičńı obor a nalezněte vrstevnicový graf funkce
1.

z =
√
xy



z = 2x + 3y − 4



Určete definičńı obor a nalezněte vrstevnicový graf funkce

z =
2x2

y2



Př́ıklady
Zapǐste a načrtněte množinu bodů v E2, která tvǒŕı definičńı obor
zadané funkce z = f (x , y)

1 z = x +
√
y

2 z =
√

1− x2 +
√

y2 − 1

3 a) z =
√

1− x2 − y2 b)z =
1√

x2 + y2 − 1

4 z =
√

(x2 + y2 − 1)(4− x2 − y2)

5 z =

√
x2 + y2 − x

2x − x2 − y2

6 a)z = ln(−x − y) b) z = ln(x + y)

7 z = arcsin
y

x

8 z = arccos
x

x + y

9 z = arctg
x − y

1 + x2y2
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