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Cvičeńı 10



S A M O S T U D I U M

teorie: skripta J. NEUSTUPA, Matematika II, vydáńı r. 2016, str. 50-57

Př́ıklady v elektronické sb́ırce jsou uvedeny ńıže.



Dvojný integrál v KARTÉZSKÝCH soǔradnićıch∫∫
D

f (x , y) dxdy
Integrál poč́ıtáme p̌revedeńım na dvojnásobný –
dvojnásobnou integraćı funkce jedné proměnné.

Oblast D je OBDÉLNÍK (strany rovnoběžné s osami)

a ≤ x ≤ b
c ≤ y ≤ d

, a, b, c , d ∈ R

POUZE v tomto p̌ŕıpadě nezálež́ı na pǒrad́ı výpočtu.∫∫
D
f (x , y) dxdy =

∫ b

a

(∫ d

c
f (x , y) dy

)
dx =

∫ d

c

(∫ b

a
f (x , y) dx

)
dy

Př́ıklady

1

∫∫
D

(x + 3) dxdy D = {[x , y ] : x ∈ 〈0, 1〉, y ∈ 〈0, 2〉}

2

∫∫
D
xyexy

2
dxdy D = {[x , y ] : x ∈ 〈0, ln 2〉, y ∈ 〈0, 1〉}



Př́ıklady

1

∫∫
D

y√
(1 + x2 + y2)3

dxdy ,

D = {[x , y ] : x ∈ 〈0, 1〉, y ∈ 〈0, 1〉}

2

∫∫
D
x2yexy dxdy D = {[x , y ] : x ∈ 〈0, 1〉, y ∈ 〈0, 2〉}

3

∫∫
D
x2y cos(xy2) dxdy , D = {[x , y ] : x ∈ 〈0, π

2
〉, y ∈ 〈0, 2〉}



Oblast D je OBDÉLŃIK a f (x , y) = f1(x) · f2(y)

POUZE v tomto p̌ŕıpadě lze poč́ıtat:∫∫
D
f1(x) · f2(y) dxdy =

∫ b

a
f1(x) dx ·

∫ d

c
f2(y) dy

Př́ıklady

1

∫ 2

0

∫ 1

0
(x + 3) dxdy =

∫ 2

0
dy ·

∫ 1

0
(x + 3) dx

2

∫∫
D

e2x+3y dxdy , D = {[x , y ] : x ∈ 〈0, 1〉, y ∈ 〈0, 2〉}

3

∫∫
D

x2y dxdy , D = {[x , y ] : x ∈ 〈0, 2〉, y ∈ 〈1, 2〉}



Obecná rovinná oblast. Elementárńı obor integrace v E2

(skripta, str.56)

Necht’ funkce y = g1(x) a y = g2(x)
jsou spojité na intervalu 〈a, b〉
a g1(x) ≤ g2(x) pro všechna x ∈ 〈a, b〉.
Pak množinu
M = {[x , y ] ∈ E2 :
a ≤ x ≤ b, g1(x) ≤ y ≤ g2(x)}
nazýváme

elementárńım oborem integrace
vzhledem k ose x .

Necht’ funkce x = h1(y) a x = h2(y)
jsou spojité na intervalu 〈c, d〉
a h1(y) ≤ h2(y) pro všechna y ∈ 〈c , d〉.
Pak množinu
M = {[x , y ] ∈ E2 :
c ≤ y ≤ d , h1(y) ≤ x ≤ h2(y)}
nazýváme

elementárńım oborem integrace
vzhledem k ose y .



Fubiniho věta: skripta, str. 57

Necht’ M je elementárńı obor integrace vzhledem k ose x . (EOIx)

Necht’ funkce f (x , y) je spojitá v M. Potom plat́ı:∫∫
D

f (x , y) dxdy =

∫ b

a

(∫ g2(x)

g1(x)
f (x , y) dy

)
dx

Necht’ M je elementárńı obor integrace vzhledem k ose y . (EOIy )

Necht’ funkce f (x , y) je spojitá v M. Potom plat́ı:∫∫
D

f (x , y) dxdy =

∫ d

c

(∫ h2(y)

h1(y)
f (x , y) dx

)
dy

Oblast D je nutné zapsat jako EOI vzhledem k ose x nebo k ose y .
Teprve potom lze dvojný integrál p̌revést na dvojnásobný.

Vněǰśı meze muśı být konstantńı!

Nejďŕıve urč́ıme vniťrńı integrál, potom vněǰśı.



Př́ıklady

Určit meze integrace
∫∫

D f (x , y) dxdy

1 D je trojúhelńık ABC : A = [0, 0], B = [a, 0], C = [0, a]

2 D je trojúhelńık ohraničený: y = 1, y = x + 4, y = 6− x

3 D je čty̌rúhelńık
A = [0, 0], B = [1, 2], C = [3, 1], D = [2, −2]

4 D je ohraničena ǩrivkami: y = x2, y2 = x

Záměna pǒrad́ı integrace.
Přechod od zápisu dvojnásobného integrálu ve tvaru∫ b

a

(∫ g2(x)

g1(x)
f (x , y) dy

)
dx do tvaru

∫ d

c

(∫ h2(y)

h1(y)
f (x , y) dx

)
dy

Př́ıklady

1

∫ 1

0

∫ 2

0
f (x , y) dydx +

∫ 3

1

∫ 3−x
2

0
f (x , y) dydx

2

∫ 2

0

∫ ey

1
f (x , y) dxdy



Př́ıklady

https://mat.nipax.cz/_media/dvojny_integral.pdf
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