Dvojny integral

Cviceni 10



SAMOSTUDIUM

teorie: skripta J. NEUSTUPA, Matematika Il, vydani r. 2016, str. 50-57

Ptiklady v elektronické sbirce jsou uvedeny nize.



Dvojny integrdl v KARTEZSKYCH sou¥adnicich

Integral poditdme prevedenim na dvojndsobny —
// f(x,y) dxdy dvojndsobnou integraci funkce jedné prom&nné.
D

Oblast D je OBDELNIK (strany rovnob&zné s osami)
a<x<b
c<y<d’ a,b,c,d eR

POUZE v tomto pfipad& nezaleZi na pofadi vypoltu.

//Df(x,y)dxdy:/ab(/Cdf(x,y)dy)dx:/cd(/abf(x,y)dx)dy

Priklady
0//D(x+3)dxdy D={[x,y]: x€(0, 1), y € (0, 2)}

o //nyexy2 dxdy D= {[x,y] : x€(0, In2), y€(0, 1)}



Piklady

y
= //D (14 x2+y?)3 dxdy.
D={[x,y]: x€(0, 1), y € (0, 1)}

(2] //szyexy dxdy D={[x,y]: x€(0, 1), y € (0, 2)}

(5] //D x2ycos(xy2) dxdy, D = {[x,y] : x € (0, %), y €(0, 2)}



Oblast D je OBDELNIK a f(x,y) = fi(x) - f(y)

POUZE v tomto pfipad€ lze potitat:

J[50-e0) axay = [ ax - [ woyay

Ptiklady

) /02/01 (x+3)ob<dy=/o2 o /01 (x + 3) dx

(2] //D eXT dxdy, D= {[x,y]:x€ (0, 1), y € (0, 2)}

(5] //D x%y dxdy, D={[x,y]:x€ (0, 2), y € (1, 2)}



Obecna rovinna oblast. Elementarni obor integrace v E,

(skripta, str.56)

—

Necht funkce y = g1(x) a y = g2(x)
jsou spojité na intervalu (a, b)
a g1(x) < g(x) pro viechna x € (a, b). FE)
Pak mnoZinu
M= {[x,y] € Ey:
a < x < b ogilx) £y < gx)}
nazyvame !
elementarnim oborem integrace |
vzhledem k ose x. :
Necht funkce x = h1(y) a x = ha(y) y
jsou spojité na intervalu {(c, d)
a hi(y) < ha(y) pro véechna y € (c, d).
Pak mnoZinu
M= {[x,y] € Es:
c <y <d my) < x < h(y)}
nazyvame
elementarnim oborem integrace
vzhledem k ose y. >

y=g,(x)

(= A




Fubiniho véta: skripta, str. 57

Necht M je elementdrni obor integrace vzhledem k ose x. (EOILy)
Necht funkce f(x,y) je spojitd v M. Potom plati:

//D f(x,y) dxdy = /ab (/:(2:) f(x,y) dy) dx

Necht M je elementdrni obor integrace vzhledem k ose y. (EOQL)
Necht funkce f(x, y) je spojitd v M. Potom plati:

//D f(x,y) dxdy = /Cd (/hf(z;;/) f(x,y) dx) dy

Oblast D je nutné zapsat jako EOI vzhledem k ose x nebo k ose y.
Teprve potom lze dvojny integrdl prevést na dvojnasobny.

Vnéjsi meze musi byt konstantni!

Nejd¥ive uréime vnit¥ni integral, potom vnéjsi.



Piklady
Urtit meze integrace [[, f(x,y) dxdy
@ D je trojdhelnik ABC: A=10, 0], B=[a, 0], C =0, 4]
@ D je trojihelnik ohrani¢eny: y =1, y=x+4, y =6 — x
o Dje étyFljheInl'k
A=][0, 0], B=1]1, 2], C =13, 1], D—[2, -2]
@ D je ohranitena k¥ivkami: y = x?, y? = x

Zaména poradi integrace.
P¥echod od zdpisu dvojndsobného integralu ve tvaru

b &(x) d ha(y)
/ / f(x,y) dy | dx do tvaru / / f(x,y) dx | dy
a g1(x) c hi(y)

Ptiklady

o / / (x,y) dydx+/ / f(x,y) dydx
(2] / / f(x,y) dxdy
0o J1



Priklady
https://mat.nipax.cz/_media/dvojny_integral.pdf
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