
Integrály obsahuj́ıćı goniometrické funkce: R(cos x , sin x)∫
cosm(x) · sinn(x) dx , m, n ∈ Z

aspoň jedno z č́ısel m, n je liché:
substituce: (m je liché) sin x = t resp. (n je liché) cos x = t
⇒ cos x dx = dt resp. sin x dx = dt,
sin2 x = 1− cos2 x cos2 x = 1− sin2 x

obě č́ısla jsou sudá, nezáporná

úprava: sin2 x =
1− cos 2x

2
, cos2 x =

1 + cos 2x

2
obě č́ısla jsou sudá, alespoň jedno záporné:
substituce: t = tg x

univerzálńı substituce t = tg
x

2
, x ∈ (−π, π),

x = arctg t, dx =
2

1 + t2
dt, sin x =

2t

1 + t2
, cos x =

1− t2

1 + t2



Př́ıklady

1.

∫
cos5 x sin2 x dx

2.

∫
1

sin x
dx , x ∈ (0, π)

3.

∫
cos2 x dx

4.

∫
sin4 x cos2 x dx



Substituce t = tg x

Př́ıklad

∫
sin2 x

cos8 x
dx Integrujme na nap̌r. I = (−π

2 ,
π
2 ).

m = 2: sudé, n = −8: sudé záporné, použijeme t = tg x

t = tg x , x = arctg t, dx =
1

1 + t2
dt, x ∈ I

Poťrebujeme vyjáďrit sin x , cos x pomoćı tg x .

sin x =
t√

1 + t2
, cos x =

1√
1 + t2

Poťrebné vztahy odvod́ıme z pravoúhlého trojúhelńıka, jehož je-
den úhel má velikost x . Přilehlou odvěsnu zvoĺıme rovnu 1, pro-
tilehlá odvěsna bude ḿıt velikost tg x. Z Pythagorovy věty

vypočteme velikost p̌repony
√

1 + t2.
Použijeme definice funkćı sinus a kosinus (poměr velikost́ı proti-
lehlé, resp. p̌rilehlé odvěsny ku p̌reponě).

∫
sin2 x

cos8 x
dx =

∣∣∣∣ substituce
t = tg x

∣∣∣∣ =

∫ (
t√

1 + t2

)2

(
1√

1 + t2

)8 ·
1

1 + t2
dt =



∫
sin2 x

cos8 x
dx =

∣∣∣∣ substituce
t = tg x

∣∣∣∣ =

∫ (
t√

1 + t2

)2

(
1√

1 + t2

)8
· 1

1 + t2
dt =

=

∫
t2

1 + t2
·
(
1 + t2

)4

1
· 1

1 + t2
dt =

=

∫
t2
(
1 + t2

)2
dt =

t3

3
+ 2

t5

5
+

t7

7
+ C =

=
1

3
tg3 x +

2

5
tg5 x +

1

7
tg7 x + C



Univerzálńı substituce t = tg x
2 , x ∈ (−π, π)

t = tg
x

2
, x = 2 arctg t, dx =

2

1 + t2
dt, x ∈ I

Poťrebujeme vyjáďrit sin x , cos x pomoćı tg x
2 .

sin
x

2
=

t√
1 + t2

, cos
x

2
=

1√
1 + t2

sin x =
2t

1 + t2
, cos x =

1− t2

1 + t2

Poťrebné vztahy odvod́ıme z pravoúhlého trojúhelńıka, jehož je-
den úhel má velikost x

2
. Přilehlou odvěsnu zvoĺıme rovnu 1, pro-

tilehlá odvěsna bude ḿıt velikost tg x
2

. Z Pythagorovy věty

vypočteme velikost p̌repony
√

1 + t2.
Použijeme definice funkćı sinus a kosinus (poměr velikost́ı proti-
lehlé, resp. p̌rilehlé odvěsny ku p̌reponě) a vzorce pro dvojnásobný

úhel sin 2α = 2 sinα cosα, cos 2α = cos2 α− sin2 α.

Př́ıklad

∫
dx

2 sin x − cos x + 1
, x ∈ (0, π)



Př́ıklad

∫
dx

2 sin x − cos x + 1
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t = tg x
2

dx = 2
1+t2 dt

sin x =
2t

1 + t2

cos x =
1− t2

1 + t2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∫
1

2
2t

1 + t2
− 1− t2

1 + t2
+ 1

· 2

1 + t2
dt =

=

∫
2

4t − 1 + t2 + 1 + t2
dt =

∫
1

t2 − 2t
dt =∣∣∣∣ Rozlož́ıme na

parciálńı zlomky:

1

t(t − 2)
=

A

t
+

B

t − 2
⇒ A(t − 2) + Bt = 1⇒ A = −

1

2
,B =

1

2

∣∣∣∣ =

∫ −1
2

t
+

1
2

t − 2
dt =

1

2
ln

∣∣∣∣ t − 2

t

∣∣∣∣+ C =
1

2
ln

∣∣∣∣1− 2

tg x
2

∣∣∣∣+ C


