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Derivace zakladnich funkci

HEFEEBF R EEEREREE

() =0, ¢c €B (konst.), x €R,
(x") =r- ! rep, x eBt,
(sinx)" =cosx, x € B,

(cosx) = —sinx, x B,

(e') =¢*, x €,

(tgx) =

mn
~¢=+k c €L
v e xeR\{g km, ke }

{cotgx) = xeR~ kn, k€ T},

sin? x '

1
(nx) =—, xck*,
X

{arcsinx}'=|—, xe (=11,
==
i ) : e{—1,1)
arccosy) = ———, ax€(—1,1),
W1 —x2
arctgx) = ——— ck,
(arctg x) e
P 1
(arccotgx)’ = T xeR,

(a')) =a*lna, a>0,a#1, xek,

1
(log, x) = ya=>0,a#l, xe B+,
xIna



Te¢na a normala

Tetna ke grafu funkce f v bod& dotyku T = [xo, f(x0)]:

y — f(x0) = f'(x0)(x — x0)

Normala: |

y—f(x) = —m(x — Xo)

Priklady
e y=arctg x, [1,7]
o y =x3+3x%—5, te¢nu kolmou k y = 2x — 6y + 1



Monotonie, extrémy

Véta. Necht funkce f je spojita v intervalu /. Pak plati implikace:
f' > 0= f je v intervalu I rostouci

f’ > 0= f je v intervalu | neklesajici

f’ < 0= f jevintervalu I klesajici

f' <0 = f je v intervalu | nerostoucf

f’=0= f je v intervalu | konstantn{

Lokalni extrémy

Funkce md v bod& xp lokalni minimum (lokalni maximum),
existuje-li okoli P(xp) bodu xp, Ze pro viechna x € P(xg) plati:

f(x) < f(xp) resp. f(x)>f(x0)

Véta Ma-li funkce f v bod& xq lokalni extrém a existuje-li f'(xo),
je f/(Xo) =0.

To znamen3, Ze funkce miZe nabyvat svych lokalnich extrémi na
intervalu / v téch vnit¥nich bodech intervalu /, ve kterych:

e nem3 derivaci

e derivace je rovna nule



Globalni (absolutni) extrémy

Definice: Necht M C D(f) a xo € M.
Funkce f nabyvd na mnozin& M globalniho maxima (resp.
globalniho minima) v bod& xg, jestlize pro vechna x € M plati

f(x) < f(xo) resp. f(x)>f(x)

Spojitd funkce na uzavieném intervalu (a, b) nabyva
absolutnich extrém(. Extrémy mohou byt: v bodé lokalniho
extrému na (a, b) nebo v krajnich bodech a, b.

Priklad:
y=1-¥02+2x) =1-(x*+ 2X)§, na intervalu (—1, 2).



Konvexni a konkavni funkce

Véta. Necht funkce f je spojita v intervalu /. Pak plati implikace:
f” > 0= f jev intervalu | ryze konvexni

f” > 0= f jevintervalu | konvexn{

f” <0 = f jev intervalu | ryze konkdvn{

f” < 0= f je v intervalu | konkdvni

f" =0 = f je vintervalu / linedrni

Inflexni bod

Bod [xo, f(x0)] je inflexnim bodem funkce f,

jestlize existuje f'(xp) € R

a funkce f je v néjakém levém okoli bodu xp ryze konvexni a
n&jakém pravém okoli bodu xq ryze konkdvni (resp. naopak).
(Tj. konvexnost se mé&ni na konkavnost (resp. naopak).)



Asymptoty

Rovnice asymptot.

@ svisla: x = xp, pokud aspoii jedna jednostrannd limita pro
X — Xp je oo
o &ikma: y = kx + g, kde k = lim™ g = lim f(x) — kx

X



Priab&h funkce

@ Pro funkci uréime:
@ defini¢ni obor D(f),
@ zda je (neni) sud3, lichd, periodicka
© prisetiky s osami soufadnic (pokud existuji)
O jednostranné limity v krajnich bodech D(f)
@ Najdeme rovnice asymptot.
e svisld: x = xp, pokud aspoii jedna jednostranna limita pro
X — Xp je £oo
o Sikmd: y = kx + q, kde k = lim™ g = lim f(x) — kx
© Vypolteme a vyet¥ime derivaci f/(x) :
>0 — f(x) je rostouci
f'(x){ <0 — f(x) je klesajici
=0 — staciondrni body
@ Vypolteme a vySetfime druhou derivaci ”(x) :
>0 — f(x) je ryze konvexni
f"(x) ¢ <0 — f(x) je ryze konkdvni
=0 — mozné inflexni body

© Graf.



Pibéh funkce : ptiklady

1
° y:§x+arctgx

1
e y=arctg —
X



Ptbh funkce y = %t

1. Pro funkci uréime:
@ defini¢ni obor D(f) = (—o0, —1) U (—1,1) U (1, 00),
@ zda je suds: F(—x) = g:gi ji — ii J_ri — f(x) =je suda.
Proto vyZetfime prib&h pouze na mnozin& (0,1) U (1, +00)
© prisetiky s osami soufadnic (pokud existuji):
x=0=y=-1=Y =10,-1]; y # 0 Vx € D(f)
© jednostranné limity v krajnich bodech D(f):

.o x%+1

X|I~>moox2—]_:1

lim X2+1: il :i:—koo
x>t x2—1 (x—1)(x—-1) 0t

- x2+1: x?+1 _2_
x»1-x2—1 (x=1)(x-1) 0~



Priib&h y = X“ : 1. a 2. derivace

2. Ur&ime derivaci:

;o 2x(x*—1)—(x®*+1)-2x  —4x
a G2 -1 ~ (E-1p
>0 x¢€(—o0,—1) — f(x) je rostouci
_ax x € (—1,0) —  f(x) je rostouci
m <0 x¢€ (0, ].) — f(X) je kIesajl'cf
x € (1,00) —  f(x) je klesajici
=0 x=0 — M =0, 1] lokdlni maximum

3. Uré¢ime druhou derivaci:

"o__ —4(X2_ 1)2+4X'2(X2 - 1)'2X _ 12X2+4

(=1 )
>0 x2—1>0 x€(—o0,—1) — f(x) je konvexni
12x% + 4 x € (1,00) —  f(x) je konvexni
(x2-1)3) <0 x*-1<0 xe€(-1,1) —  f(x) je konkavni
#0 —  nema inflexni body



Pribgh y = % “ . Asymptoty

@ svislda: x = xp, pokud aspoi jedna jednostrannd limita pro
X — Xxp je oo

i x> +1 im x2+1
im ——= |lm ——=-00
X—r— 1+X2—1 x—+1- x2 -1
Tedy pfimky x = —1 a x = 1 jsou svislymi asymptotami.
@ 3ikma: y = kx + g, kde k = /im@, g =limf(x)—
2
im T i XL g
x—00 X x—+00 (x2 — 1)x
2
. X+ 1

P¥imka y = 1 je $ikma asymptota.
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