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21. listopadu 2018



Derivace základńıch funkćı



Tečna a normála

Tečna ke grafu funkce f v bodě dotyku T = [x0, f (x0)]:

y − f (x0) = f ′(x0)(x − x0)

Normála:

y − f (x0) = − 1

f ′(x0)
(x − x0)

Př́ıklady

y = arctg x , [1, ?]

y = x3 + 3x2 − 5, tečnu kolmou k y = 2x − 6y + 1



Monotonie, extrémy
Věta. Necht’ funkce f je spojitá v intervalu I . Pak plat́ı implikace:
f ′ > 0⇒ f je v intervalu I rostoućı
f ′ ≥ 0⇒ f je v intervalu I neklesaj́ıćı
f ′ < 0⇒ f je v intervalu I klesaj́ıćı
f ′ ≤ 0⇒ f je v intervalu I nerostoućı
f ′ = 0⇒ f je v intervalu I konstantńı
Lokálńı extrémy
Funkce má v bodě x0 lokálńı minimum (lokálńı maximum),
existuje-li okoĺı P(x0) bodu x0, že pro všechna x ∈ P(x0) plat́ı:

f (x) ≤ f (x0) resp. f (x) ≥ f (x0)

Věta Má-li funkce f v bodě x0 lokálńı extrém a existuje-li f ′(x0),
je f ′(x0) = 0.
To znamená, že funkce může nabývat svých lokálńıch extrémů na
intervalu I v těch vniťrńıch bodech intervalu I , ve kterých:
• nemá derivaci
• derivace je rovna nule



Globálńı (absolutńı) extrémy

Definice: Necht’ M ⊂ D(f ) a x0 ∈ M.
Funkce f nabývá na množině M globálńıho maxima (resp.
globálńıho minima) v bodě x0, jestliže pro všechna x ∈ M plat́ı

f (x) ≤ f (x0) resp. f (x) ≥ f (x0)

Spojitá funkce na uzav̌reném intervalu 〈a, b〉 nabývá
absolutńıch extrémů. Extrémy mohou být: v bodě lokálńıho
extrému na (a, b) nebo v krajńıch bodech a, b.

Př́ıklad:
y = 1− 5

√
(x2 + 2x)4 = 1− (x2 + 2x)

4
5 , na intervalu 〈−1, 2〉.



Konvexńı a konkávńı funkce

Věta. Necht’ funkce f je spojitá v intervalu I . Pak plat́ı implikace:
f ′′ > 0⇒ f je v intervalu I ryze konvexńı
f ′′ ≥ 0⇒ f je v intervalu I konvexńı
f ′′ < 0⇒ f je v intervalu I ryze konkávńı
f ′′ ≤ 0⇒ f je v intervalu I konkávńı
f ′′ = 0⇒ f je v intervalu I lineárńı

Inflexńı bod
Bod [x0, f (x0)] je inflexńım bodem funkce f ,
jestliže existuje f ′(x0) ∈ R
a funkce f je v nějakém levém okoĺı bodu x0 ryze konvexńı a
nějakém pravém okoĺı bodu x0 ryze konkávńı (resp. naopak).
(Tj. konvexnost se měńı na konkávnost (resp. naopak).)



Asymptoty

Rovnice asymptot.

svislá: x = x0, pokud aspoň jedna jednostranná limita pro
x → x0 je ±∞
šikmá: y = kx + q, kde k = lim f (x)

x , q = lim f (x)− kx



Pr̊uběh funkce
1 Pro funkci urč́ıme:

1 definičńı obor D(f ),
2 zda je (neńı) sudá, lichá, periodická
3 pr̊useč́ıky s osami soǔradnic (pokud existuj́ı)
4 jednostranné limity v krajńıch bodech D(f )

2 Najdeme rovnice asymptot.
svislá: x = x0, pokud aspoň jedna jednostranná limita pro
x → x0 je ±∞
šikmá: y = kx + q, kde k = lim f (x)

x , q = lim f (x)− kx

3 Vypočteme a vyšeťŕıme derivaci f ′(x) :

f ′(x)


> 0 → f (x) je rostoućı
< 0 → f (x) je klesaj́ıćı
= 0 → stacionárńı body

4 Vypočteme a vyšeťŕıme druhou derivaci f ′′(x) :

f ′′(x)


> 0 → f (x) je ryze konvexńı
< 0 → f (x) je ryze konkávńı
= 0 → možné inflexńı body

5 Graf.



Půběh funkce : p̌ŕıklady

y =
1

20
x5 − 1

6
x3

y =
1

2
x + arctg x

y = arctg
1

x



Půběh funkce y = x2+1
x2−1

1. Pro funkci urč́ıme:

1 definičńı obor D(f ) = (−∞,−1) ∪ (−1, 1) ∪ (1,∞),

2 zda je sudá: f (−x) =
(−x)2 + 1

(−x)2 − 1
=

x2 + 1

x2 − 1
= f (x)⇒je sudá.

Proto vyšeťŕıme pr̊uběh pouze na množině 〈0, 1) ∪ (1,+∞)

3 pr̊useč́ıky s osami soǔradnic (pokud existuj́ı):
x = 0⇒ y = −1⇒ Y = [0,−1]; y 6= 0 ∀x ∈ D(f )

4 jednostranné limity v krajńıch bodech D(f ):

lim
x→∞

x2 + 1

x2 − 1
= 1

lim
x→1+

x2 + 1

x2 − 1
=

x2 + 1

(x − 1)(x − 1)
=

2

0+
= +∞

lim
x→1−

x2 + 1

x2 − 1
=

x2 + 1

(x − 1)(x − 1)
=

2

0−
= −∞



Pr̊uběh y = x2+1
x2−1 : 1. a 2. derivace

2. Urč́ıme derivaci:

y ′ =
2x(x2 − 1)− (x2 + 1) · 2x

(x2 − 1)2
=

−4x

(x2 − 1)2

−4x

(x2 − 1)2


> 0 x ∈ (−∞,−1) → f (x) je rostoućı

x ∈ (−1, 0) → f (x) je rostoućı
< 0 x ∈ (0, 1) → f (x) je klesaj́ıćı

x ∈ (1,∞) → f (x) je klesaj́ıćı
= 0 x = 0 → M = [0, 1] lokálńı maximum

3. Urč́ıme druhou derivaci:

y ′′ =
−4(x2 − 1)2 + 4x · 2(x2 − 1) · 2x

(x2 − 1)4
=

12x2 + 4

(x2 − 1)3

12x2 + 4

(x2 − 1)3


> 0 x2 − 1 > 0 x ∈ (−∞,−1) → f (x) je konvexńı

x ∈ (1,∞) → f (x) je konvexńı
< 0 x2 − 1 < 0 x ∈ (−1, 1) → f (x) je konkávńı
6= 0 → nemá inflexńı body



Pr̊uběh y = x2+1
x2−1 : Asymptoty

svislá: x = x0, pokud aspoň jedna jednostranná limita pro
x → x0 je ±∞

lim
x→−1+

x2 + 1

x2 − 1
= lim

x→+1−

x2 + 1

x2 − 1
= −∞

Tedy p̌ŕımky x = −1 a x = 1 jsou svislými asymptotami.

šikmá: y = kx + q, kde k = lim f (x)
x , q = lim f (x)− kx

lim
x→∞

f (x)

x
= lim

x→+∞

x2 + 1

(x2 − 1)x
= 0

lim
x→∞

f (x)− 0 · x = lim
x→∞

x2 + 1

x2 − 1
= 1

Př́ımka y = 1 je šikmá asymptota.
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