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11. a 18. listopadu 2019



Obsah

1 Derivace základńıch funkćı
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Derivace základńıch funkćı

součet, rozd́ıl

(f ± g)′ = f ′ ± g ′

derivace součinu

(fg)′ = f ′g + fg ′

derivace pod́ılu(
f

g

)′
=

f ′g − fg ′

g2

derivace složené funkce

(f (g(x)))′ = f ′(g(x))g ′(x)



Derivace f (x)g(x)

Př́ıklad
f (x) = x sin x , x ∈ (0,∞)

ln f (x) = sin x ln x

1

f (x)
f ′(x) = (sin x)′ ln x + sin x (ln x)′

f ′(x) = x sin x︸︷︷︸
f (x)

·
(

cos x ln x + sin x · 1

x

)
Př́ıklad

f (x) = sin xcos x , x ∈ (0, π)

ln f (x) = cos x ln sin x

1

f (x)
f ′(x) = (cos x)′ ln sin x + cos x (ln sin x)′

1

f (x)
f ′ = sin xcos x︸ ︷︷ ︸

f (x)

·
(
− sin x ln sin x + cos x · 1

sin x
· cos x

)



`′Hospitalovo pravidlo

x0 ∈ R∗,
f (x)

g(x)
=

0

0
nebo

f (x)

g(x)
=
±∞
±∞

lim
x→x0

f (x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g ′(x)
,

pokud pravá limita existuje.

0

0
: lim
x→0

arctg x

x
=

1

1 + 12
=

1

2

∞
∞

: lim
x→∞

ln x

x
=

1

∞
= 0

0 · ∞: lim
x→x0

f (x) · g(x) uprav́ıme: lim
x→x0

f (x)
1

g(x)

nebo lim
x→x0

g(x)
1

f (x)

lim
x→0

xe
1
x = lim

x→0

e
1
x

1
x

=∞ lim
x→0

(1− x2)tg
πx

2
=

1− x2

cotgπx2
=

4

π

∞−∞ uprav́ıme nap̌r. lim
x→x0

f (x)− g(x) = lim
x→x0

f (x)

(
1− g(x)

f (x)

)
nebo p̌revedeme na společný jmenovatel.

lim
x→1

(
1

x − 1
− 1

ln x

)
= lim

x→1

ln x − (x − 1)

(x − 1) ln x
= lim

x→1

1
x − 1

ln x + x−1
x

=

lim
x→1

− 1
x2

1
x + 1

x2

= −1

2



Jiné nedefinované výrazy

1∞, 0∞, 00 :

f (x)g(x) = e ln f (x)g(x)
= eg(x) ln f (x), f (x) > 0

lim
x→x0

f (x)g(x) = L⇒ lim
x→x0

g(x) ln f (x) = ln L

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x

= L

lim
x→∞

x ln

(
1 +

1

x

)
= ln L

lim
x→∞

x ln

(
1 +

1

x

)
= lim

x→∞

ln
(
1 + 1

x

)
1
x

= lim
x→∞

1

(1 + 1
x )

(
− 1

x2

)
− 1

x2

= 1

ln L = 1 ⇒ L = e ⇒ lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x

= e



Tečna a normála
Tečna ke grafu funkce f v bodě dotyku T = [x0, f (x0)]:

y − f (x0) = f ′(x0)(x − x0)

Normála:

y − f (x0) = − 1

f ′(x0)
(x − x0), pro f ′(x0) 6= 0

Př́ıklady

y = arctg x , [1, ?]
1 y0 = f (1) = arctg 1 = π

4

2 f ′(x) =
1

1 + x
, f ′(x0) =

1

1 + x0
=

1

2

3 t : y − π

4
=

1

2
(x − 1) , n : y − π

4
= −2(x − 1)

y = x3 + 3x2 − 5, tečnu kolmou k 2x − 6y + 1 = 0
1 f ′(x) = 3x2 + 6x , tečna kolmá k y = 1

3x + 1
6 .

2 Směrnice normály − 1
f ′(x0) = 1

3 , směrnice tečny f ′(x0) = −3.

3x2
0 + 6x0 = −3⇒ x0 = −1, y0 = f (x0) = −3

3 t : y + 3 = −3(x + 1) , n : y + 3 =
1

3
(x + 1)



Monotonie, extrémy
Věta. Necht’ funkce f je spojitá v intervalu I . Pak plat́ı implikace:

derivace
funkce f je
v intervalu I :

f ′ > 0 ⇒ rostoućı
f ′ ≥ 0 ⇒ neklesaj́ıćı

derivace
funkce f je
v intervalu I :

f ′ < 0 ⇒ klesaj́ıćı
f ′ ≤ 0 ⇒ nerostoućı

f ′ = 0⇒ f je v intervalu I konstantńı
Lokálńı extrémy
Funkce má v bodě x0 lokálńı minimum (lokálńı maximum),
existuje-li okoĺı P(x0) bodu x0, že pro všechna x ∈ P(x0) plat́ı:

f (x) ≤ f (x0) resp. f (x) ≥ f (x0)

Věta
Má-li funkce f v bodě x0 lokálńı extrém a existuje-li f ′(x0), je f ′(x0) = 0.

To znamená, že funkce může nabývat svých lokálńıch extrémů na
intervalu I v těch vniťrńıch bodech intervalu I , ve kterých:

• nemá derivaci
• derivace je rovna nule



Př́ıklad: monotonie, lokálńı extrémy

f (x) =
x2

ln x
, D(f ) = (0, 1) ∪ (1,∞)

f ′(x) =
2x ln x − x2 1

X

ln2 x
=

x(2 ln x − 1)

ln2 x
, D(f ′) = D(f )

Urč́ıme nulové body derivace:

f ′(x) = 0⇔ 2 ln x = 1 (x 6= 0), tj. x = e
1
2

Každý z interval̊u D(f ′) rozděĺıme nulovými body na disjunktńı
intervaly: (0, 1), (1,

√
e), (

√
e,∞)

V každém z těchto interval̊u zvoĺıme jeden bod a urč́ıme znaménko
derivace ve zvolených bodech.
(x > 0, ln2 x > 0, proto stač́ı určit znaménko 2 ln x − 1)

(0, 1) (1,
√
e)

√
e (

√
e,∞)

f ′(x) – – 0 +
f (x) ↘ ↘ lok.min. ↗

Závěr: Funkce je rostoućı v intervalu 〈
√
e,∞), klesaj́ıćı v intervalech

(0, 1) a (1,
√
e〉. Má lokálńı minimum e v bodě x0 =

√
e.



Př́ıklad: monotonie, lokálńı extrémy

f (x) = 2x + 9 3
√

(1− x)2, D(f ) = R

f ′(x) = 2− 6
3
√

1− x
, D(f ′) = (−∞, 1) ∪ (1,∞)

Derivace neńı definovaná pro x = 1.

Urč́ıme nulové body derivace:
f ′(x) = 0⇔ 3

√
1− x = 3, tj. x = −26.

(−∞,−26) −26 (−26, 1) 1 (1,∞)
f ′(x) + 0 – neńı +
f (x) ↗ lok. max. ↘ lok.min. ↗

Závěr: Funkce je rostoućı v intervalech (−∞,−26〉 a 〈1,∞),
klesaj́ıćı v intervalu 〈−26, 1〉. Má lokálńı minimum 2 v bodě x0 = 1,
lokálńı maximum 29 v bodě x1 = −26.



Globálńı (absolutńı) extrémy
Definice: Necht’ M ⊂ D(f ) a x0 ∈ M.
Funkce f nabývá na množině M globálńıho maxima (resp.
globálńıho minima) v bodě x0, jestliže pro všechna x ∈ M plat́ı

f (x) ≤ f (x0) resp. f (x) ≥ f (x0)

Spojitá funkce na uzav̌reném a omezeném intervalu 〈a, b〉
nabývá absolutńıch extrémů. Extrémy mohou být:
v bodě lokálńıho extrému na (a, b) nebo v krajńıch bodech a, b.
Př́ıklad:
y = 1− 5

√
(x2 + 2x)4 = 1− (x2 + 2x)

4
5 , na intervalu 〈−1, 2〉.

Stacionárńı body:

y ′ = 0 : 4
5 (x2 + 2x)−

1
5 · (2x + 2) = 0⇔ x0 = −1

Derivace neexistuje (jmenovatel = 0), ale funkce je definovaná:
x1 = 0 ∈ 〈−1, 2〉, x2 = −2 6∈ 〈−1, 2〉

Hodnoty funkce :
a = x0 = −1 x1 = 0 b = 2

f (−1) = 0 f (0) = 1 f (2) = 1− 5
√

84

max min



Globálńı extrémy : p̌ŕıklady
f (x) = sin x , I = 〈0, 4π〉
Nabývá globálńıho maxima f (x) = 1 v bodech x1 = 1

2π, x2 = 5
2π,

globálńıho minima f (x) = −1 v bodech x1 = 3
2π, x2 = 7

2π.

f (x) = x3, I = 〈 − 1, 2)
Nabývá globálńıho minima f (x) = −1 v bodě x = −1,

globálńıho maxima nenabývá.

f (x) = x3, I = (−1, 2〉
Nabývá globálńıho maxima f (x) = 8 v bodě x = 2,

globálńıho minima nenabývá.

f (x) = x3, I = 〈 − 1, 2)
Nabývá globálńıho minima f (x) = −1 v bodě x = −1,

globálńıho maxima nenabývá.

f (x) = x3, I = R
Nenabývá globálńıho maxima ani globálńıho minima.

f (x) = e−x
2
, I = R

lim
x→∞

e−x
2

= lim
x→−∞

e−x
2

= 0

f ′(x) = −2xe−x
2

, f ′(x) = 0 pro x = 0

Globálńı maximum f (x) = 1 v bodě x = 0, globálńı minimum nemá.



Konvexńı a konkávńı funkce

Funkce f (x) je na intervalu I ⊂ D(f )
ryze konvexńı ryze konkávńı

jestliže ∀x1, x2, x3 ∈ D(f ), takové, že x1 < x2 < x3, plat́ı:

f (x2)<f (x1) +
f (x3)− f (x1)

x3 − x1
(x2 − x1) f (x2)>f (x1) +

f (x3)− f (x1)

x3 − x1
(x2 − x1)

(bod[x2, f (x2)] lež́ı pod (resp. nad) sečnou Q1 = [x1, f (x1)]Q2 = [x3, f (x3)])

Věta. Necht’ funkce f má f ′′ v intervalu I = (a, b). Pak plat́ı implikace:

derivace
∀x ∈ I

funkce f je
v intervalu I :

f ′′ > 0 ⇒ ryze konvexńı
f ′′ ≥ 0 ⇒ konvexńı

derivace
∀x ∈ I

funkce f je
v intervalu I :

f ′′ < 0 ⇒ ryze konkávńı
f ′′ ≤ 0 ⇒ konkávńı

f ′′ = 0⇒ f je v intervalu I lineárńı

Inflexńı bod. Bod [x0, f (x0)] je inflexńım bodem funkce f , jestliže
• existuje f ′(x0) ∈ R
• a funkce f je v nějakém levém okoĺı bodu x0 ryze konvexńı a nějakém
pravém okoĺı bodu x0 ryze konkávńı (resp. naopak).

(Tj. konvexnost se měńı na konkávnost (resp. naopak).)



Př́ıklad: konvexnost, konkávnost

f (x) =
x2

ln x
, D(f ) = (0, 1) ∪ (1,∞)

f ′(x) =
x(2 ln x − 1)

ln2 x
, f ′′(x) =

2 ln2 x − 3 ln x + 2

ln3 x
, D(f ′′) = D(f )

Urč́ıme nulové body 2. derivace: nemá.

V každém z interval̊u D(f ′′) zvoĺıme jeden bod a urč́ıme znaménko
2. derivace ve zvolených bodech.

(čitatel je kladný, proto stač́ı určit znaménko ln x)

(0, 1) (1,∞)
f ′′(x) – +
f (x) _ ^

Závěr:
Funkce je konvexńı v intervalu (1,∞), konkávńı v intervalu (0, 1).
Nemá inflexńı body.



Př́ıklad: konvexnost, konkávnost, inflexńı body

f (x) = e−x
2
, D(f ) = R

f ′(x) = −2xe−x
2

, f ′′(x) = 2(2x2 − 1)e−x
2

, D(f ′′) = R
Urč́ıme nulové body 2. derivace:

f ′′(x) = 0⇔ x1 = − 1√
2
, x2 =

1√
2

.

D(f ′′) rozděĺıme nulovými body na disjunktńı intervaly:

(−∞,− 1√
2

), (− 1√
2
,

1√
2

), (
1√
2
,∞)

V každém z těchto interval̊u zvoĺıme jeden bod a urč́ıme znaménko
derivace ve zvolených bodech. (stač́ı určit znaménko 2x2 − 1)

(−∞,− 1√
2

) − 1√
2

(− 1√
2
, 1√

2
) 1√

2
( 1√

2
,∞)

f ′′(x) + 0 – 0 +
f (x) ^ infl. _ infl. ^

Závěr: Funkce je konvexńı v intervalech (−∞,− 1√
2
〉 a 〈 1√

2
,∞),

konkávńı v intervalu 〈− 1√
2
, 1√

2
〉. Body x1,2 = ± 1√

2
jsou inflexńı.



Př́ıklad: konvexnost, konkávnost, inflexńı body

f (x) = x6, D(f ) = R

f ′(x) = 6x5, f ′′(x) = 30x4, D(f ′′) = R

Urč́ıme nulové body 2. derivace: f ′′(x) = 0⇔ x = 0.

D(f ′′) rozděĺıme nulovými body na disjunktńı intervaly:
(−∞, 0), (0,∞)

V každém z těchto interval̊u zvoĺıme jeden bod a urč́ıme znaménko
derivace ve zvolených bodech.

(−∞, 0) 0 (0,∞)
f ′′(x) + 0 +
f (x) ^ ^

Závěr:
Funkce je konvexńı na celém definičńım oboru. Nemá inflexńı body.



Asymptoty. Rovnice asymptot

svislá: x = x0 (p̌ŕımka rovnoběžná s osou y),
pokud aspoň jedna jednostranná limita pro x → x0 je nevlastńı, tj.

lim
x→x–

0

f (x) = ±∞ nebo lim
x→x+

0

f (x) = ±∞

šikmá: y = kx + q
Př́ımka y = kx + q je asymptotou grafu funkce f (x) v +∞ právě

tehdy, když lim
x→∞

f (x)

x
= k ∈ R a lim

x→∞
(f (x)− kx) = q ∈ R.

Př́ımka y = kx + q je asymptotou grafu funkce f (x) v −∞ právě

tehdy, když lim
x→−∞

f (x)

x
= k ∈ R a lim

x→−∞
(f (x)− kx) = q ∈ R.



Př́ıklady: asymptoty
Př́ıklad. f (x) =

1

x2
, D(f ) = (−∞, 0) ∪ (0,∞)

a) svislá

lim
x→0+

1

x2
=∞. Př́ımka x = 0 je svislou asymptotou grafu f (x).

b) šikmá

k = lim
x→±∞

f (x)

x
= lim

x→±∞

1

x3
= 0, q = lim

x→±∞
(f (x)− kx) = lim

x→±∞

1

x2
= 0

Př́ımka y = 0 je asymptotou grafu f (x) v plus i ḿınus nekonečnu.

Př́ıklad. f (x) =
x

2
+

sin 10x

x
, D(f ) = (−∞, 0) ∪ (0,∞)

a) svislá lim
x→0+

(
x

2
+

sin 10x

x

)
= lim

x→0−

(
x

2
+

sin 10x

x

)
= 10.

Graf f (x) nemá svislou asymptotu.
b) šikmá

k = lim
x→±∞

f (x)

x
= lim

x→±∞

(
1

2
+

sin 10x

x2

)
=

1

2
,

q = lim
x→±∞

(f (x)− kx) = lim
x→±∞

sin 10x

x
= 0

Př́ımka y = 1
2x je asymptotou grafu f (x) v plus i ḿınus nekonečnu.



Pr̊uběh funkce
1 Pro funkci urč́ıme:

1 definičńı obor D(f ),
2 zda je (neńı) sudá, lichá, periodická
3 pr̊useč́ıky s osami soǔradnic (pokud existuj́ı)
4 jednostranné limity v krajńıch bodech D(f )

2 Najdeme rovnice asymptot.
svislá: x = x0, pokud aspoň jedna jednostranná limita pro
x → x0 je ±∞
šikmá: y = kx + q, kde k = lim f (x)

x , q = lim f (x)− kx

3 Vypočteme a vyšeťŕıme derivaci f ′(x) :

f ′(x)


> 0 → f (x) je rostoućı
< 0 → f (x) je klesaj́ıćı
= 0 → stacionárńı body

4 Vypočteme a vyšeťŕıme druhou derivaci f ′′(x) :

f ′′(x)


> 0 → f (x) je ryze konvexńı
< 0 → f (x) je ryze konkávńı
= 0 → možné inflexńı body

5 Graf.



Půběh funkce : p̌ŕıklady

y =
1

20
x5 − 1

6
x3

y =
1

2
x + arctg x

y = arctg
1

x



Půběh funkce y = x2+1
x2−1

1. Pro funkci urč́ıme:

1 definičńı obor D(f ) = (−∞,−1) ∪ (−1, 1) ∪ (1,∞),

2 zda je sudá: f (−x) =
(−x)2 + 1

(−x)2 − 1
=

x2 + 1

x2 − 1
= f (x)⇒je sudá.

Proto vyšeťŕıme pr̊uběh pouze na množině 〈0, 1) ∪ (1,+∞)

3 pr̊useč́ıky s osami soǔradnic (pokud existuj́ı):
x = 0⇒ y = −1⇒ Y = [0,−1]; y 6= 0 ∀x ∈ D(f )

4 jednostranné limity v krajńıch bodech D(f ):

lim
x→∞

x2 + 1

x2 − 1
= 1

lim
x→1+

x2 + 1

x2 − 1
=

x2 + 1

(x − 1)(x − 1)
=

2

0+
= +∞

lim
x→1−

x2 + 1

x2 − 1
=

x2 + 1

(x − 1)(x − 1)
=

2

0−
= −∞



Pr̊uběh y = x2+1
x2−1 : Asymptoty

2. Urč́ıme rovnice asymptot.

svislá: x = x0, pokud aspoň jedna jednostranná limita pro
x → x0 je ±∞

lim
x→−1+

x2 + 1

x2 − 1
= lim

x→+1−

x2 + 1

x2 − 1
= −∞

Tedy p̌ŕımky x = −1 a x = 1 jsou svislými asymptotami.

šikmá: y = kx + q, kde k = lim f (x)
x , q = lim f (x)− kx

lim
x→∞

f (x)

x
= lim

x→+∞

x2 + 1

(x2 − 1)x
= 0

lim
x→∞

f (x)− 0 · x = lim
x→∞

x2 + 1

x2 − 1
= 1

Př́ımka y = 1 je šikmá asymptota.



Pr̊uběh y = x2+1
x2−1 : 1. a 2. derivace

3. Urč́ıme derivaci:

y ′ =
2x(x2 − 1)− (x2 + 1) · 2x

(x2 − 1)2
=

−4x

(x2 − 1)2

−4x

(x2 − 1)2


> 0 x ∈ (−∞,−1) → f (x) je rostoućı

x ∈ (−1, 0) → f (x) je rostoućı
< 0 x ∈ (0, 1) → f (x) je klesaj́ıćı

x ∈ (1,∞) → f (x) je klesaj́ıćı
= 0 x = 0 → M = [0, 1] lokálńı maximum

4. Urč́ıme druhou derivaci:

y ′′ =
−4(x2 − 1)2 + 4x · 2(x2 − 1) · 2x

(x2 − 1)4
=

12x2 + 4

(x2 − 1)3

12x2 + 4

(x2 − 1)3


> 0 x2 − 1 > 0 x ∈ (−∞,−1) → f (x) je konvexńı

x ∈ (1,∞) → f (x) je konvexńı
< 0 x2 − 1 < 0 x ∈ (−1, 1) → f (x) je konkávńı
6= 0 → nemá inflexńı body



Pr̊uběh y = x2+1
x2−1 : graf

5. Podle výsledk̊u výpočt̊u sestroj́ıme graf.

(−∞,−1) (−1, 0) 0 (0, 1) (1,∞)
f ′ + + 0 – –
f ↗ ↗ l.max. ↘ ↘
f ′′ + – – +
f ^ _ _ ^
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