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Derivace zakladnich funkci

HEFEEF I D EEEEEE

[c']J =0, c € B (konst.), x €[,
(x") =r- ¥ reR, x eBt,
(sinx) =cosx, x € B,

(cosx) = —sinx, x € B,

(") =e*, x € B,

1
(tgx) = ——, xER-x{£+fcn,k€Z},
Ccos* x 2
. 1
{cotgx) = ————, xR~ |kn, ke E],
sin? x
|
{(lnx))=—, xecBt,
X
|
sinx) = , xe(=1,1)
(arcsin x) Vi v £ )
1
arccosx) = — , x€e(-=1,1),
! Vi (
, 1
{arctgx) = ——, =x€eR,
xt 41
1
tgx) =———, x€ER,
(arccotgx) =y X

(@'Y =a*lna, a=>0,a#!l, xek,

(log, x)' =
xina

,a=0,a#l, xcBt,

soucet, rozdil

(FLg) =f+g

derivace soudinu

(fg) =f'g+fg'
derivace podilu
(f)’ _flg—1g
g g2

derivace sloZené funkce



Derivace f(x)8™)

Priklad .
f(x)=x""%  x¢€(0,00)
Inf(x) =sinxInx
f(lx)f’(x) = (sinx)" In x + sin x (In x)’
f! __ sinx | . 1
(x) = x*"% - ( cosx nx+smx-;
f(x)
Ptiklad

f(x) =sinx®** x e (0,7)
In f(x) = cos x Insin x

1 o / . . ’
f(x)f (x) = (cos x)"Insin x + cos x (Insin x)

1 1
—f' =sinx“*. [ —sinxInsin x + cosx - —— - cos x
f(x) \7(’)_/ sin x

X



¢'Hospitalovo pravidlo

f r
. f(x) o0 fx) oo tim L) _ i O
x0 €ER , — = nebo —_— = ? X—Xg g(x) X—Xo g/(X)
(x) (x) °°  pokud prava limita existuje.
O e x_ 1 1 O gim X1
0 x—0 X 1412 2 00 x—eo x 00

@ 0-00: lim f(x)-g(x) upravime: [lim o) nebo  lim £(x)

I I
X—rXp X—X) —— X—X0) ——

. g(x) )
_ 1. ex o, X 1—x* 4
lim xex = lim 4 = oo lim (1 —x“)tg— = — = —
x—0 x—0 5 2 COth m

@ oo — oo upravime napf. lim f(x) — g(x) = lim f(x) ( _ g(x))
X—rXo X—>Xo

nebo pfevedeme na spole¢ny jmenovatel.

. 1 1 hx—(x—1) . 11
lim — — ] = lim = lim —= — =
x=+1\x—1 Inx x=1 (x=1)Inx  x=1llnx+4+ <24



Jiné nedefinované vyrazy

e 1, 0%, 0°:
F(x)E00 — e F(E) _ e(6)inf(x), f(x) >0

i gx) — i =
XI|_>n)1<O f(x) L :>XI|_>n)1<0g(x)|n f(x)=InL

1 X
e |lim <1 + > =L
X—00 X

1
lim xIn <1+) =InL
X—00 X

1 < 1
1 In (141 1+ x2
lim xIn <1+) L Ch ) NN G ) AN A
X —_

X—>00 = X—>00 —
X X

X—>00

1 X
hL=1 = L= = lim <l+> =e
X



Tec¢na a normala
Tetna ke grafu funkce f v bod& dotyku T = [xg, f(x0)]:
y = f(x0) = f'(x0)(x — o)

Normala:
1

y —f(xo) = —m(x —Xxp), prof'(x)#0
Priklady
e y=arctg x, [1,7]
QO yw="Ff(1)=arctgl=7%

1 1 1
f/ = f/ = = —
Q () 1+>1<' (%) 1+x 2
i ™
et.y—z—a(x_l). n-y—z——2(x_1)

@ y=x>+43x?—5, te¢nu kolmou k 2x —6y +1=0
Q f'(x) = 3x? + 6x, tetna kolmd k y = %X + %.

@ Smérnice normaly —ﬁ =1, smérnice tetny f'(x) = 3.
3Xg +6x9g=—-3= x9 = —17 Yo = f(Xo) =-3

1
Qt:y+3=-3(x+1), n:y+3:§(x+1)



Monotonie, extrémy
Véta. Necht funkce f je spojitd v intervalu /. Pak plati implikace:

. funkce f je . funkce f je
derivace ) derivace .
v intervalu [ : v intervalu [ :
f">0 = rostouci f'<0 = klesajici
>0 = neklesajici <0 = nerostouci

f'=0= f je v intervalu | konstantni
Lokalni extrémy
Funkce ma v bod& xg lokalni minimum (lokalni maximum),
existuje-li okoli P(xp) bodu xg, Ze pro vdechna x € P(xp) plati:

f(x) < f(xo) resp. f(x)> f(xo)

Véta
Ma-li funkce f v bod& xq lokaIni extrém a existuje-li f'(xg), je f'(x0) = 0.
To znamen3, 7e funkce miZe nabyvat svych lokdlnich extrémii na
intervalu / v t&ch vnit¥nich bodech intervalu /, ve kterych:

e nema derivaci

e derivace je rovna nule



Ptiklad: monotonie, lokdIni extrémy
f(x)=——, D(f)=(0,1)U(1,00)

o /()= 2X|nX7X2% B x(2|n2x—1)7

In? x In“ x

@ Ur&ime nulové body derivace:
Fl(x) =0 2Inx=1(x#0), tj. x = e?

@ Kazdy z intervall D(f') rozd&lime nulovymi body na disjunktni
intervaly: (0,1), (1, ve), (v/&, )

@ V kazdém z t&chto intervalli zvolime jeden bod a uréime znaménko
derivace ve zvolenych bodech.
(x >0, In?x > 0, proto sta&i ur&it znaménko 2Inx — 1)
(0,1) | (1L,ve) | Ve | (veoo)
f'(x) - - 0 +
f(x) N N lok.min. Va

@ Z34v&r: Funkce je rostouci v intervalu (y/e, o0), klesajici v intervalech
(0,1) a (1,+/e). M3 lokaIni minimum e v bod& xo = +/e.




Ptiklad: monotonie, lokdIni extrémy

f(x) =2x+9v/(1 — x)?,

o f'(x)=2- 0

N

@ Derivace neni definovana pro x = 1.

D(f) =R

D(f') = (—00,1) U (1, )

@ Ur¢ime nulové body derivace:
f'(x) =0& vV1—x=3,tj. x=—26.

(—00,—26) | —26 | (—26,1) 1 (1, 00)
o f'(x) + 0 = neni +
f(x) Va lok. max. A\ lok.min.

@ Zavé&r: Funkce je rostouci v intervalech (—oo, —26) a (1, c0),
klesajici v intervalu (—26,1). M4 lokalni minimum 2 v bod& xp = 1,
lokdIni maximum 29 v bodé x; = —26.



Globalni (absolutni) extrémy
Definice: Necht M C D(f) a xo € M.
Funkce f nabyvd na mnozin& M globalniho maxima (resp.
globalniho minima) v bod& xg, jestlize pro viechna x € M plati

f(x) < f(xo) resp. f(x)>f(x)

Spojitd funkce na uzavieném a omezeném intervalu (a, b)
nabyva absolutnich extrémd. Extrémy mohou byt:
v bodg& lokdIniho extrému na (a,b) nebo v krajnich bodech a, b.
Priklad:
y=1-3(xZ+2x)* =1— (x2+2x)5, na intervalu (—1, 2).
Stacionarni body:

y'=0: %(X2+2x)7% (2x4+2)=0<x =—1
Derivace neexistuje (jmenovatel = 0), ale funkce je definovana:

x1=0¢ <—1, 2>, Xy = —2 € <—1, 2>
Hodnoty funkce :
a=xp=-1|] xy=0 b=2
f(-1)=0 | f(0)=1]|Ff(2)=1—V8*

max min




Globalni extrémy : ptiklady
o f(x)=sinx, Z=(0,4n)

Nabyva globalniho maxima f(x) =1 v bodech x; = 3m,x = 37,
globdIniho minima f(x) = —1 v bodech x; = 37, = .

o f(x)=x3 IT=(-1,2)
Nabyva globélniho minima f(x) = —1 v bod& x = —1,
globalniho maxima nenabyva.
o f(x)=x3 I=(-1,2)
Nabyva globalniho maxima f(x) = 8 v bod& x = 2,
globalniho minima nenabyva.
o f(x)=x3 I=(-1,2
Nabyva globélniho minima f(x) = —1 v bod& x = —1,
globélniho maxima nenabyva.
o f(x)=x3, ZI=R
Nenabyvé globalniho maxima ani globalniho minima.
o f(x)= e I=R
2

. — 2 . —
lime™ = lim e* =0
X—> 00 X—>—00

fl(x) = —2xe™, f'(x)=0prox=0
Globalni maximum f(x) =1 v bod& x = 0, globalni minimum nemd.



Konvexni a konkavni funkce

Funkce f(x) je na intervalu Z C D(f)

ryze konvexni ryze konkavni
jestlize Vxy, x2, x3 € D(f), takové, Ze x; < xp < x3, plati:
f(x3) — f(x f(x3) — f(x
f(x2)<f(xl)+w(x2_xl) f(X2)>f(X1)+M(X2_X1)
X3 — X1 X3 — X1

(bod[x2, f(x2)] lezi pod (resp. nad) se€nou Q1 = [x1, f(x1)]Q2 = [x3, f(x3)])

Véta. Necht funkce f m3 " v intervalu Z = (a, b). Pak plati implikace:

derivace funkce f je derivace funkce f je
Vxel v intervalu 7 : Vxel v intervalu 7 :
>0 = ryze konvexni  f" <0 = ryze konkdvni
>0 = konvexnf{ <0 = konkavn{

f" =0 = f je v intervalu Z linedrni

Inflexni bod. Bod [xo, f(x0)] je inflexnim bodem funkce f, jestlize
e existuje f'(xp) € R
e a funkce f je v n&jakém levém okoli bodu xg ryze konvexni a n&jakém
pravém okoli bodu xq ryze konkavni (resp. naopak).
(Tj. konvexnost se mé&ni na konkavnost (resp. naopak).)



P¥iklad: konvexnost, konkavnost

f(x) = |:7 D(f) = (0,1) U (1, o)
o Fix)= MBI pr - X INXE2 iy )

@ Ur&ime nulové body 2. derivace: nema.

@ V kazdém z intervali D(f") zvolime jeden bod a uré&ime znaménko
2. derivace ve zvolenych bodech.
(titatel je kladny, proto sta&i ur&it znaménko In x)

(0,1) | (1,)
e - | +
f | ~ =

@ Zavér:
Funkce je konvexni v intervalu (1, 00), konkdvni v intervalu (0,1).
Nema inflexni body.



P¥iklad: konvexnost, konkdvnost, inflexni body

o fl(x)=—2xe ™, f'(x) =2(2x* —1)e™, D(f') =R

@ Ur&ime nulové body 2. derivace:

1
f'xX)=0ex1=——"=, o= —.
R=0ex=-7p %=y
@ D(f") rozd&lime nulovymi body na disjunktni intervaly:
(~00, ) (-5 ) (55-00)
—00, ——7=), YA =, 0
V2 V2 V2 V2
@ V kaZdém z téchto intervalli zvolime jeden bod a ur&ime znaménko
derivace ve zvolenych bodech. (sta&f uréit znaménko 2x2 — 1)
1 1 1 1 1
(—Ooa—ﬁ) V) (- 7 7) 2 (ﬁaoo)
° f"(x) + 0 0 +
f(x) — infl. ~ infl. —

@ Zavér: Funkce je konvexm’v intervalech (— oo,—%fz) a <%,oo),
VA i . p
konkavni v intervalu (— f f> Body x1 2 = 45 jsou inflexni.



P¥iklad: konvexnost, konkdvnost, inflexni body

e f'(x) =6x°, f’(x) =30x*, D(f")=R

@ Ur&me nulové body 2. derivace: f”(x) =0« x = 0.

@ D(f") rozdé&lime nulovymi body na disjunktni intervaly:
(_0030)7 (0700)

@ V kazdém z t&chto intervalli zvolime jeden bod a uréime znaménko
derivace ve zvolenych bodech.

(—00,0) | 0| (0,00)
o f(x) + 0 +
f(x) - -
@ Zavér:
Funkce je konvexni na celém defini¢énim oboru. Nema inflexni body.




Asymptoty. Rovnice asymptot

e svisla: x = xp (p¥imka rovnob&Zna s osou y),
pokud aspofi jedna jednostrannd limita pro x — xg je nevlastni, tj.
lim f(x) =+o0 nebo lim f(x)=+o0
X=Xy x—>xg'

o Sikma: y = kx + g
P¥imka y = kx + g je asymptotou grafu funkce f(x) v 400 pravé
f
tehdy, kdyZz lim 9 =keRa lim (f(x) — kx) =g eR.
x—00 X X—00
P¥imka y = kx + g je asymptotou grafu funkce f(x) v —oo pravé

f
tehdy, kdyZz lim 9 =keRa lim (f(x)—kx)=gqgeR.
X X X——00

li
——00

¥ ¥

y=flx)
I / P
X =

0 x 0 X

y= fx)

0 X =




Ptiklady: asymptoty

P¥iklad. f(x) = ST D(f) = (—o0,0) U (0, 00)
X
a) svisla
1

lim — = oo. P¥imka x = 0 je svislou asymptotou grafu f(x).

x—01 X

b) sikma

. (x) . I L L 1
e I N I T

P¥imka y = 0 je asymptotou grafu f(x) v plus i minus nekonenu.

in 1
Priklad. f(x) = % 4 S020X ) = (—o00,0) U (0, 50)

e e x  sin10x . x  sin10x
a) svisla lim (= + = lim (= + = 10.
x—0t \ 2 X x—0— 2 X

Graf f(x) nem3 svislou asymptotu.

b) sikma
k= i i 1+sin10X 1
o x—lr:]t-]oo X o er:Tt]oo 2 X2 B 2'
, . sin10x
9= A ) —hd = lp = =0

P¥imka v = 1x je asymptotou grafu f(x) v plus i minus nekone&nu.



Priab&h funkce

@ Pro funkci uréime:
@ defini¢ni obor D(f),
@ zda je (neni) sud3, lichd, periodicka
@ prisetiky s osami soufadnic (pokud existuji)
@ jednostranné limity v krajnich bodech D(f)
@ Najdeme rovnice asymptot.
e svisld: x = xp, pokud aspoii jedna jednostranna limita pro
X — Xp je oo
o Sikmd: y = kx + q, kde k = lim "% g = 1im f(x) — kx
© Vypolteme a vyset¥ime derivaci f/(x) :
>0 — f(x) je rostouci
f'(x)¢ <0 — f(x) je klesajici
=0 — staciondrni body
@ Vypolteme a vysetfime druhou derivaci ”(x) :
>0 — f(x) je ryze konvexni
f"(x) < <0 — f(x) je ryze konkdvni
=0 — mozné inflexni body

@ Graf.



Pibéh funkce : ptiklady

20 6

1
° y:§x+arctgx

1
@ y = arctg —
X



Pabh funkce y = %12

1. Pro funkci uréime:
@ defini¢ni obor D(f) = (—o0, —1) U (—1,1) U (1, 00),
@ zda je suds: F(—x) = g:gi ji — ii J_ri — f(x) =je suda.
Proto vyZetfime prib&h pouze na mnozin& (0,1) U (1, 4+00)
© prisetiky s osami soufadnic (pokud existuji):
x=0=y=-1=Y=10,-1]; y #0 Vx € D(f)
© jednostranné limity v krajnich bodech D(f):

o x%+1

lim > =

X—00 X4 —

lim X2+1— Skl —i——koo
x>1tx2—1  (x—1)(x—1) 0t
. x*+1 X2 +1 2 _
x—1-x2—1  (x—1)(x—-1) 0



Pribéh y = % : Asymptoty

2. Ur&ime rovnice asymptot.

@ svisld: x = xp, pokud aspoii jedna jednostrannd limita pro
X — Xp je oo

x>+ 1 i x> +1
im ——= lim ——=-00
x——17* x2 -1 x—+1- x2 -1
Tedy pfimky x = —1 a x = 1 jsou svislymi asymptotami.
o Sikmd: y = kx + g, kde k = lim © ¢ — lim £ (x) — kx
f 241
lim & = lim B N 0
x—00 X X—400 (x2 — ]_)x
2+1

6% 1 s s

X—00 x—oo x2 —1
P¥imka y = 1 je §ikmd asymptota.



Priib&h y = X“ : 1. a 2. derivace

3. Ur&ime derivaci:

;o 2x(x*—1)—(x*+1)-2x  —4x
a G2 -1 ~(E-1p
>0 x¢€(—o0,—1) — f(x) je rostouci
_ax x € (—1,0) —  f(x) je rostouci
m <0 x¢€ (0, ].) — f(X) je kIesajl'cf
x € (1,00) —  f(x) je klesajici
=0 x=0 — M =0, 1] lokdlni maximum

4. Ur&ime druhou derivaci:

"o__ —4(X2_ 1)2+4X'2(X2 - 1)'2X _ 12X2+4

(=1 )
>0 x2—1>0 x€(—o0,—1) — f(x) je konvexni
12x% + 4 x € (1,00) —  f(x) je konvexni
(x2-1)3) <0 x*-1<0 xe€(-1,1) —  f(x) je konkavni
#0 —  nema inflexni body



Pribéh y = X—‘Ll . graf

5. Podle vysIedku vypoltl sestrojime graf.

(—o00,-1) | (-1,0) 0 (0,1) | (1,00
' + + 0 = =
f Ve ya [.max \\¢ "
f// + —_ == _|_
f — —~ —~ -
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