
Limity posloupnost́ı a funkćı
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Posloupnosti a funkce

Posloupnost reálných č́ısel:
každému p̌rirozenému č́ıslu n ∈ N p̌rǐrad́ıme reálné č́ıslo an ∈ R

∀n ∈ N : n →︸︷︷︸
p̌rǐrad́ıme

an ∈ R, {an} ⊂ R

posloupnost {an}∞n=1 = {a1, a2, . . . , ai , ai+1, . . . }

Funkce (reálná funkce jedné reálné proměnné) na množině D
je p̌redpis,

který každému č́ıslu z množiny D
p̌rǐrazuje právě jedno reálné č́ıslo.

Funkce definovaná na množině p̌rirozených č́ısel se nazývá
posloupnost.



Limita
Č́ıslo A∈ R∗ je limitou posloupnosti {an}, jestliže ke každému reálnému č́ıslu ε
existuje index n0 tak, že nerovnost |an − A| < ε je splněna pro všechna n > n0.

lim
n→∞

an = A⇔ ∀ε ∈ R ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N : n > n0 ⇒ |an − A| < ε

To znamená, že ke každému ε > 0 existuje pouze konečný počet členů posloupnosti,
které nelež́ı v pásu (A− ε,A + ε). Těchto členů je nejvýše n0.
Vlastńı limita funkce ve vlastńım bodě

lim
x→x0

f (x) = A⇔

∀ε ∈ R+ ∃δ ∈ R+ ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) \ {x0} : f (x) ∈ (A− ε,A + ε)

Nevlastńı limita funkce ve vlastńım bodě

lim
x→x0

f (x) = +∞⇔

∀M ∈ R ∃δ ∈ R+ ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) \ {x0} : f (x) > M

Vlastńı limita funkce ve nevlastńım bodě

lim
x→∞

f (x) = A⇔

∀ε ∈ R+ ∃K ∈ R ∀x ∈ R : f (x) ∈ (A− ε,A + ε)

Nevlastńı limita funkce ve nevlastńım bodě

lim
x→∞

f (x) =∞⇔

∀M ∈ R ∃K ∈ R ∀x ∈ R, x > K : f (x) > M



Vlastnosti limit 4/ 8

1 Věta: Necht’ x0 ∈ R, A ∈ R∗. Limita v bodě x0 existuje právě tehdy,
když v tomto bodě existuj́ı obě jednostranné limity a jsou stejné.

2 Věta: Funkce má v bodě x0 ∈ R∗ nejvýše jednu limitu.

3 Věta (Henrich Eduard Heine):
Necht’ x0 ∈ R∗, A ∈ R∗ a funkce f je definovaná na nějakém
prstencovém okoĺı bodu x0. Potom lim

x→x0

f (x) = A právě když pro

každou posloupnost {xn} takovou, že pro každé n ∈ N je xn v tomto
prstencovém okoĺı, plat́ı

lim
n→∞

xn = x0 ⇒ lim
n→∞

f (xn) = A

4 Předpokládejme, že existuje funkce f (x), kde D(f ) = 〈1, ∞)
taková, že pro všechna n ∈ N je f (n) = an a lim

x→∞
f (x) = a.

Pak plat́ı
lim

n→∞
an = a



Některé známé limity

lim
n→∞

np =


0 pro p < 0
1 pro p = 0

+∞ pro p > 0

lim
n→∞

an =


neex. pro −∞ < a ≤ −1

0 pro −1 < a < 1
1 pro a = 1

+∞ pro a > 1

lim
n→∞

n
√
n = 1

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e(= 2.718281828...)



Věta o ”aritmetice limit”

Věta: Necht’ x0 ∈ R∗ a necht’ existuj́ı lim
x→x0

f (x), lim
x→x0

g(x).

Plat́ı:

1 lim
x→x0

[f (x)± g(x)] = lim
x→x0

f (x)± lim
x→x0

g(x)

2 lim
x→x0

f (x)g(x) = lim
x→x0

f (x) · lim
x→x0

g(x)

3 lim
x→x0

f (x)

g(x)
=

limx→x0 f (x)

limx→x0 g(x)
4 lim

x→x0

|f (x)| = | lim
x→x0

f (x)|



Spojitost funkce 7/ 8

Funkce je spojitá v bodě x0 ∈ R, jestliže plat́ı: lim
x→x0

f (x) = f (x0)

Je-li funkce f spojitá v bodě x0, potom
• existuje vlastńı limita funkce f v bodě x0

• funkce f je definovaná v bodě x0 (f (x0))
• hodnota funkce a jej́ı limity se rovnaj́ı
Vlastnost spojitých funkćı

1 Věta: Necht’ funkce f a g jsou spojité v bodě x0 ∈ R. Pak i
funkce f ± g a f · g jsou spojité v bodě x0. Je-li nav́ıc
g(x0) 6= 0, je i funkce f /g spojitá v bodě x0.

2 Věta: Necht’ funkce f je spojitá v bodě x0 ∈ R a necht’ funkce
g je spojitá v bodě f (x0). Potom funkce g(f (x)) je spojitá v
bodě x0.

3 Věta: Necht’ f je základńı elementárńı funkce a necht’ x0 je
vniťrńım bodem definičńıho oboru D(f ). Potom funkce f je
spojitá v bodě x0.



Výpočet limit 8/ 8

Limity funkćı spojitých v bodě: dosazeńı.

Věta o limitě součtu, rozd́ılu, součinu a pod́ılu.
(poč́ıtáńı s ±∞)

Limita funkćı shoduj́ıćıch se v prstencovém okoĺı bodu
(úprava – zkráceńı – rozš́ı̌reńı zlomku – vytýkáńı )

Věta o sev̌reńı

Věta o součinu nulové a omezené funkce

Věta o limitě složené funkce

Věta o limitě typu ”1/0”(
1

0+
= +∞

) (
1

0−
= −∞

)


