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Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory
Definice. Komplexńı č́ıslo λ ∈ C je vlastńı č́ıslo čtvercové matice
A a ~x ∈ Cn je vlastńı vektor p̌ŕıslušný vlastńımu č́ıslu λ, pokud

A~x = λ~x , ~x 6= ~o.

Poznamenejme, že ~x 6= ~o je nutná podḿınka, protože pro ~x = ~o by rovnost byla

triviálně splněna pro každé λ ∈ C. Na druhou stranu, λ = 0 klidně může nastat.

Výpočet vlastńıch č́ısel a určeńı vlastńıch vektor̊u

A~x = λ · E · ~x ⇒ (A− λE ) ~x = ~o

~x 6= ~o ⇒ homogenńı soustava rovnic s matićı soustavy (A− λE) muśı ḿıt nekonečně

mnoho řešeńı, tedy muśı platit:

det (A− λE ) = 0.

Rozepsáńım determinantu dostáváme charakteristický polynom matice A vzhledem k
proměnné λ. Kǒreny tohoto polynomu jsou vlastńı č́ısla λk .
Pro každé vlastńı č́ıslo řeš́ıme soustavu rovnic

(A− λkE)~xk = ~o,

jej́ımi nenulovými řešeńımi jsou vlastńı vektory ~xk .

Vlastńı vektor p̌ri daném vlastńım č́ısle neńı určen jednoznačně,

každý jeho nenulový násobek je také vlastńım vektorem.



Př́ıklady: Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory
Urč́ıme vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matice

A =

(
3 2
4 1

)
1 charakteristický polynom p(λ) = det(A− λE):

p(λ) = det

(
3− λ 2

4 1− λ

)
= (3− λ)(1− λ)− 8 = λ2 − 4λ− 5

2 vlastńı č́ısla (λ1, λ2) jsou kǒreny p(λ), tj. řešeńı p(λ) = 0: λ1 = −1, λ2 = 5

3 vlastńı vektory, odpov́ıdaj́ıćı λ1, urč́ıme řešeńım (A− λ1E)~x1 = ~o(
3− (−1) 2

4 1− (−1)

∣∣∣∣ 0
0

)
∼

(
4 2
0 0

∣∣∣∣ 0
0

)
, ~x1 =

(
1
−2

)
t, t 6= 0, t ∈ C

4 vlastńı vektory, odpov́ıdaj́ıćı λ2, urč́ıme řešeńım (B − λ2E)~x2 = ~o(
3− 5 2

4 1− 5

∣∣∣∣ 0
0

)
∼

(
−2 2
0 0

∣∣∣∣ 0
0

)
, ~x2 =

(
1
1

)
r , r 6= 0, r ∈ C



Př́ıklad 2
Urč́ıme vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matice

B =

(
3 −8
2 3

)
1 charakteristický polynom p(λ) = det(B − λE):

p(λ) = det

(
3− λ −8

2 3− λ

)
= (3− λ)2 + 16 = λ2 − 6λ+ 25

2 vlastńı č́ısla (λ1, λ2) jsou kǒreny p(λ), tj. řešeńı p(λ) = 0:

λ1,2 = 6±i
√

64
2
⇒ λ1 = 3 + 4i , λ2 = 3− 4i

3 vlastńı vektory, odpov́ıdaj́ıćı λ1, urč́ıme řešeńım (B − λ1E)~x1 = ~o(
3− (3 + 4i) −8

2 3− (3 + 4i)

∣∣∣∣ 0
0

)
∼

(
−4i −8

0 0

∣∣∣∣ 0
0

)
, ~x1 =

(
2i
t

)
t, t 6= 0, t ∈ C

4 vlastńı vektory, odpov́ıdaj́ıćı λ2, urč́ıme řešeńım (B − λ2E)~x2 = ~o(
3− (3− 4i) −8

2 3− (3− 4i)

∣∣∣∣ 0
0

)
∼

(
4i −8
0 0

∣∣∣∣ 0
0

)
, ~x2 =

(
−2i

1

)
r , r 6= 0, r ∈ C



Př́ıklady

Najdeme vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matic
Př́ıklad 3

A =

 5 6 −3
6 9 0
−3 0 9


Př́ıklad 4

B =

 2 1 −2
−1 0 0

1 1 −1





Vlastnosti vlastńıch č́ısel

Necht’ A ∈ Rn×n má vlastńı č́ısla λ1, . . . , λn a jim odpov́ıdaj́ıćı
vlastńı vektory ~x1, . . . , ~xn.
Potom plat́ı:

A je regulárńı právě tehdy, když 0 neńı jej́ı vlastńı č́ıslo,

je-li A regulárńı, pak A−1 má vlastńı č́ısla λ−1
1 , . . . , λ−1

n ,
vlastńı vektory ~x1, . . . , ~xn,

A2 má vlastńı č́ısla λ2
1, . . . , λ

2
n, vlastńı vektory ~x1, . . . , ~xn,

αA má vlastńı č́ısla αλ1, . . . , αλn a vlastńı vektory ~x1, . . . , ~xn,

A + αEn má vlastńı č́ısla λ1 + α, . . . , λn + α,
vlastńı vektory ~x1, . . . , ~xn,

AT má vlastńı č́ısla λ1, . . . , λn, ale vlastńı vektory obecně
jiné.

Je-li λ ∈ C vlastńı č́ıslo matice A ∈ Rn×n,
pak i komplexně sdružené λ̄ je vlastńım č́ıslem A.

Elementárńı řádkové úpravy matice měńı jej́ı vlastńı č́ısla.



Př́ıklad 5

Mějme matici A ∈ R3×3.
Rozhodněte, zda jej́ı vlastńı č́ısla resp. vlastńı vektory by mohly
být:

1 1, -1, 1 + i

2 2, 2 + i , 2 + i

3 1, 1 + i , 1− i a

 1
2
0

 ,

 2
2 + i

1

 ,

 1
2

1− i


4 1, 1 + i , 1− i a

 3
1
−1

 ,

 2
−1

2 + i

 ,

 2
−1

2− i


5 i , 1 + i , 1− i a

 1
0
0

 ,

 2
1
i

 ,

 2
1
−i





Př́ıklad 6

Mějme čtvercovou matici A:

A =

(
2 0
1 3

)
Urč́ıme

1 vlastńı č́ısla a vlastńı vektory A

2 vlastńı č́ısla a vlastńı vektory A2, A3

3 vlastńı č́ısla a vlastńı vektory A−1



Př́ıklady
Př́ıklad 7 V́ıme, že matice A ∈ R3×3 má vlastńı č́ısla
−2, 1 + i , 1− i .
Určete vlastńı č́ısla matice A2 a A−1

Př́ıklad 8 V́ıme, že matice B ∈ R3×3 má vlastńı č́ısla −3, i , −i a

vlastńı vektory

 1
2
0

 ,

 −1
0

1 + i

 ,

 −1
0

1− i


Je možné, aby matice B2 měla vlastńı č́ısla a vlastńı vektory:

9, −1,−1,

 1
2
0

 ,

 −1
0

2 + i

 ,

 −1
0

2− i


−9, 1,−1,

 1
2
0

 ,

 −1
0

1 + i

 ,

 −1
0

1− i


9, −1, −1

 1
2
0

 ,

 −1
0

1 + i

 ,

 −1
0

1− i





Př́ıklad 9

a)

A =

 −1 2 2
1 2 3
2 1 0


Ově̌rte, zda některé z č́ısel λ1 = 3, λ2 = −1 je vlastńım č́ıslem
matice A. Pokud ano, určete odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory.

b)

B =

 3 1 0
−4 −1 0

4 −4 4


Zjistěte, který z vektor̊u ~u = (1,−2, 3)T , ~v = (1,−2,−4)T

je vlastńım vektorem p̌ŕıslušným k matici B−1.



Spektrum a spektrálńı poloměr

Spektrum matice je množina všech vlastńıch č́ısel matice.
Spektrálńı poloměr matice

je v absolutńı hodnotě nejvěťśı vlastńı č́ıslo. ρ = max
i
{|λi |}

Př́ıklad 10
Urč́ıme spektrum matice a vlastńı č́ısla, která odpov́ıdaj́ı
spektrálńımu poloměru.

A =


1 2 3 4 5
0 −6 7 8 9
0 0 0.5 −2 −3
0 0 0 3 −1
0 0 0 10 5





Definice a věty

lineárńı nezávislost vektor̊u

lineárńı závislost vektor̊u

dimenze vektorového prostoru

báze vektorového prostoru dimenze k

podprostor vektorového prostoru

hodnost matice

regulárńı matice

inverzńı matice

vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matice

Frobeniova věta

Cramerovo pravidlo
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