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Vlastni ¢isla a vlastni vektory

Definice. Komplexni &islo A € C je vlastni &islo ¢tvercové matice
A a x € C" je vlastni vektor pFisludny vlastnimu &islu A, pokud

AX = AX, X # 0.
Poznamenejme, Ze X # G je nutnd podminka, protoZe pro X = & by rovnost byla

trividlné spln&na pro kazdé A € C. Na druhou stranu, A = 0 klidn& muzZe nastat.
Vypocet vlastnich &isel a uréeni vlastnich vektor(

AX=\-E-%= (A—AE)X=6

X # 8 = homogenni soustava rovnic s matici soustavy (A — AE) musi mit nekone¢n&

mnoho ¥eSeni, tedy musi platit:
det (A — \E) = 0.

Rozepsanim determinantu dostdvame charakteristicky polynom matice A vzhledem k
promé&nné \. KoFeny tohoto polynomu jsou vlastni &isla .

Pro kazdé vlastni &islo ¥e$ime soustavu rovnic
(A= XE)X =3,
jejimi nenulovymi ¥e$enimi jsou vlastni vektory X.
Vlastni vektor p¥i daném vlastnim ¢&isle neni uréen jednoznaéné,

kazdy jeho nenulovy nasobek je také vlastnim vektorem.



Ptiklady: Vlastni &isla a vlastni vektory

Uréime vlastnf{ &isla a vlastni vektory matice

A= 7)

@ charakteristicky polynom p(\) = det(A — AE):

p(/\):det(g’;A 1EA):43—AX1—A)—8:A2—4A_5

vlastni &isla (A1, A2) jsou kofeny p(A), tj. FeSeni p(A) = 0: A\ = =1, A, =5

©0

vlastni vektory, odpovidajici A1, uréime ¥eSenim (A — M E)X) = &

(75 ] 8)~( 3]8)m=( ) erocec

Q viastni vektory, odpovidajici A2, uréime ¥eSenim (B — \2E)x, =&

3-5 2 |0 —2 2]0) 1
Co% 1 2sf0)~ (& 8]6) =) rrorec



Priklad 2

Ur&ime vlastni &isla a vlastni vektory matice
5_ (3 -8
2 3
@ charakteristicky polynom p(\) = det(B — AE):

p(A):det("’;’\ 3*_8A) =(3-A\)2+16=X2—6\+25

@ \viastni &isla (A1, A2) jsou koFeny p()), tj. ¥edeni p(\) = 0:

A2 = SEYEE N =31 40, =34

© viastni vektory, odpovidajici A1, uréime ¥eSenim (B — M E)x; =&

3 (3+4i) -8 0 —4i 8|0\ . [ 2
( 2 3—(3+4i)’0)’v<o 0‘0)’X17(t)t’t¢0’t6(

Q viastni vektory, odpovidajici Az, ur&ime ¥eSenim (B — M\ E)¥X> =&

3—(3—4i) 8 0 4 -8l 0 _ _ ([ -2
( 2 37(374:')’0)N<o o'o)’“—( 1)“’7&07’EC



Piklady

Najdeme vlastni ¢isla a vlastni vektory matic
Priklad 3

5 6 -3
A= 6 9 0
-3 0 9
Ptiklad 4
1 -2
B=]1 -1 0 0

—
|
[y



Vlastnosti vlastnich &isel

Necht A € R™" m3 vlastni &sla \1,...,\, a jim odpovidajici
vlastni vektory xi, ..., X,.
Potom plati:
@ A je reguldrni pravé tehdy, kdyZ 0 neni jeji vlastni &islo,
o je-li A reguldrni, pak A~! ma  vlastni &isla )\fl, D W
vlastni vektory X, ..., Xy,
o A% ma vlastni &isla \2,..., A2, vlastni vektory Xi,...,%,,
@ aA mad vlastni &isla a)y, ..., a), a viastni vektory X, ..., Xy,
o A+ aE, ma vlastni &isla A\ + a, ..., A\p + @,
vlastni vektory xi,..., X,
o AT m3 vlastni &isla A1, ..., Ap, ale vlastni vektory obecné
jiné.

Je-li A € C vlastni &islo matice A € R"™*",
pak i komplexn& sdruzené A je vlastnim &islem A.
Elementarni fadkové upravy matice méni jeji vlastni Cisla.



Priklad 5

Mé&jme matici A € R3%3,
Rozhodnéte, zda jeji vlastni &isla resp. vlastni vektory by mohly

byt:
Q1 -1 1+
Q@ 2,2+, 2+
1 2 1
Q@1 1+i,1—-iaf| 2 |, 2410 |, 2
0 1 1—1
3 2 2
Q1,1+i1—-ja 1], -1 1, -1
-1 241 2— |
1 2 2
@i/ 1+i1—ia 0|, 1], 1
0 i —i



Priklad 6

Mé&jme ¢tvercovou matici A:
A= <

© vlastni &isla a vlastni vektory A

2 0
1 3
Uréime

@ vlastni ¢isla a vlastni vektory A2, A3

© vlastni &isla a vlastni vektory A-1



Priklady
Priklad 7 Vime, 7e matice A € R3*3 m4 vlastni &isla
2, 140, 11,
Ur&ete vlastni &sla matice A2 a A~1
Pt¥iklad 8 Vime, e matice B € R3*3 ma vlastni &isla —3, i, —i a

1 -1 -1
vlastni vektory | 2 |, 0 |, 0
0 14 1—i
Je mo¥né, aby matice B? m&la vlastni &isla a vlastni vektory:
1 -1 -1
9 —1,-1,( 2 |, 0|, 0
0 2+1i 2—1i
1 -1 -1
e —91.-1,1 2 ], 0|, 0
0 14 1—
1 -1 -1
@9 -1, -1 2 |, 0|, 0

0 1+ 1—4



Priklad 9

-1 2 2
A= 1 2 3
210
Ovéfte, zda nékteré z &isel \;1 = 3, Ao = —1 je vlastnim &islem
matice A. Pokud ano, uréete odpovidajici vlastni vektory.
b)
3 10
B=| -4 -1 0
4 —4 4

Zjistéte, ktery z vektorli i = (1,-2,3)7,v = (1,-2,—-4)7
je vlastnim vektorem p¥islugnym k matici B71.



Spektrum a spektralni polomér

Spektrum matice je mnoZina v3ech vlastnich &isel matice.
Spektralni polomér matice
je v absolutni hodnot& nejv&tsi vlastni &islo. p = max{|\;|}
1

Priklad 10
Urcime spektrum matice a vlastni &isla, kterd odpovidaji
spektralnimu poloméru.
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Definice a véty

linedrni nezavislost vektor(

linedrni zavislost vektorl

dimenze vektorového prostoru

baze vektorového prostoru dimenze k

podprostor vektorového prostoru

hodnost matice
regularni matice
inverzni matice

vlastni ¢&isla a vlastni vektory matice

Frobeniova véta

Cramerovo pravidlo
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