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Vlastni ¢isla a vlastni vektory

Definice Komplexni &islo A € C je vlastni &islo &tvercové matice A
a x € C” je vlastni vektor pfislusny vlastnimu &islu A, pokud

Ax = Ax,x # o.

Poznamenejme, Ze x # o je nezbytnd podminka, protoZe pro x = o by rovnost byla

trividlné spln&na pro kazdé A € C. Na druhou stranu, A = 0 klidn& mizZe nastat.
Vypocet vlastnich &isel a uréeni vlastnich vektor(

Ax=\-Ex= (A—AE)x=o

x # 0 = homogenni soustava rovnic s matici soustavy (A — AE) musi mit nekone¢n&
mnoho ¥edeni, tedy musi platit:

det (A — \E) = 0.

Rozepsanim determinantu dostdvame charakteristicky polynom matice A vzhledem k
promé&nné \. KoFeny tohoto polynomu jsou vlastni &isla A\.

Pro kazdé vlastni &islo ¥e$ime soustavu rovnic
(A= XE)xx = o,
jejimi nenulovymi ¥eSenimi jsou vlastni vektory xj.
Vlastni vektor p¥i daném vlastnim ¢&isle neni uréen jednoznaéné,

kaZdy jeho nenulovy ndsobek je také vlastnim vektorem.



Ptiklady: Vlastni &isla a vlastni vektory

Uréime vlastnf{ &isla a vlastni vektory matice

A= 7)

@ charakteristicky polynom p(\) = det(A — AE):

p(/\):det(g’;A 1EA):43—AX1—A)—8:A2—4A_5

vlastni &isla (A1, A2) jsou kofeny p(A), tj. FeSeni p(A) = 0: A\ = =1, A, =5

©0

vlastni vektory, odpovidajici A1, uréime ¥eSenim (A — A\ E)x; = o

(7 B8~ 6 88)n-( 2 )eere

Q viastni vektory, odpovidajici A2, uréime ¥edenim (B — M2E)x2 = o

3-5 2 |0 -2 2|0 1
(o 1 2s]8)~ (& 86 )= )20



Priklad 2

Ur&ime vlastni &isla a vlastni vektory matice
5_ (3 -8
2 3
@ charakteristicky polynom p(\) = det(B — AE):

p(A):det("’;’\ 3*_8A) =(3-A\)2+16=X2—6\+25

@ \viastni &isla (A1, A2) jsou koFeny p()), tj. ¥edeni p(\) = 0:

A2 = SEYEE N =31 40, =34

© viastni vektory, odpovidajici A1, uréime ¥edenim (B — M\ E)x1 = o

3 (3+4i) -8 0 —4i -8 0 (2
( 2 3—(3+4i)’0)“<0 o‘o)’xl*( t)t’”éo’te(c

Q viastni vektory, odpovidajici Az, ur&ime ¥eSenim (B — M\2E)x2 = o

3—(3—4i) 8 0 4 -8 0 _ (-2
( 2 37(374:')’0)N<o o'o)’“—( 1)“’7&07’EC



Piklady

Najdeme vlastni ¢isla a vlastni vektory matic
Priklad 3

5 6 -3
A= 6 9 0
-3 0 9
Ptiklad 4
1 -2
B=]1 -1 0 0

—
|
[y



Vlastnosti vlastnich &isel

Necht A € R™" m3 vlastni &sla \1,...,\, a jim odpovidajici
vlastni vektory xi, ..., xp.
Potom plati:

o A je reguldrni pravé tehdy, kdyZ O neni jeji vlastni &islo,

o je-li A reguldrni, pak A~! ma vlastni &isla )\1_1, D i

vlastni vektory xi,..., X,
o A? ma vlastni &isla )\%, ..., A2 a vlastni vektory xi, ..., Xp,
@ aA ma vlastni &isla aAs, ..., a)\, a vlastni vektory xi, ..., xp,

o A+ aE, mé vlastni &isla \; + ..., Ay + « a vlastni vektory

X1yeeoyXn,
o AT md vlastni &isla A1, ..., \n, ale vlastni vektory obecn&
jiné.

Je-li A € C vlastni &islo matice A € R"*", pak i komplexné&
sdruZené ) je vlastnim &islem A.



Priklad 5

Mé&jme matici A € R3%3,
Rozhodnéte, zda jeji vlastni &isla resp. vlastni vektory by mohly

byt:
Q1 -1 1+
Q@ 2,2+, 2+
1 2 1
Q@1 1+i,1—-iaf| 2 |, 2410 |, 2
0 1 1—1
3 2 2
Q1,1+i1—-ja 1], -1 1, -1
-1 241 2— |
1 2 2
@i/ 1+i1—ia 0|, 1], 1
0 i —i



Priklad 6

Mé&jme ¢tvercovou matici A:
A= <

© vlastni &isla a vlastni vektory A

2 0
1 3
Uréime

@ vlastni ¢isla a vlastni vektory A2, A3

© vlastni &isla a vlastni vektory A-1



Priklady
Priklad 7 Vime, 7e matice A € R3*3 m4 vlastni &isla
2, 140, 11,
Ur&ete vlastni &sla matice A2 a A~1
Pt¥iklad 8 Vime, e matice B € R3*3 ma vlastni &isla —3, i, —i a

1 -1 -1
vlastni vektory | 2 |, 0 |, 0
0 14 1—i
Je mo¥né, aby matice B? m&la vlastni &isla a vlastni vektory:
1 -1 -1
9 —1,-1,( 2 |, 0|, 0
0 2+1i 2—1i
1 -1 -1
e —91.-1,1 2 ], 0|, 0
0 14 1—
1 -1 -1
@9 -1, -1 2 |, 0|, 0

0 1+ 1—4



Spektrum matice je mnoZina v3ech vlastnich &isel matice.
Elementarni ¥adkové upravy méni spektrum.

Podobnost je transformace matice, kterd neméni spektrum.
Matice A, B € R"*" jsou podobné, pokud existuje reguldrni matice
S e R™" tak, ¢ A= SBS~!.

P¥iklad: Matice
10 00

jsou si podobné : matice S je ((1) (1)

Podobné matice maji stejna vlastni &isla, vlastni vektory
nemusi byt stejné.

Jestlize matici A pfevedeme podobnostni transformaci na
diagonalni &i obecnéji trojuhelnikovou, tak na diagondle najdeme
jeji vlastni &isla.

Matice A € R"*" diagonalizovatelna, pokud je podobnd né&jaké
diagondlni matici. Matice A € R"*" je diagonalizovatelna privé
tehdy, kdyZ ma n linedrné nezdvislych vlastnich vektor(.



Priklad

Uréime spektrum matice a vlastni &isla, kterd odpovidaji
spektrdlnimu poloméru.

1 2 3 4 5
o -6 7 8 9
A=]10 0 05 -2 -3
0O 0 0 3 -1
0 0 0 10 5



KuZelosetky
KuzZelosetka nebo téz algebraickd kfivka 2. stupné je mnoZina bodi
X v roving, jejichz soufadnice [x, y] vyhovuji v n&jaké linedrni
soustavé soufadnic rovnici

a1 x> + 322)/2 + 2a10xy + 2a13x + 2az3y + azz3 = 0,

kde aj,i,j =1,2,3 jsou redlna &isla (a1, a12, az) # (0,0,0).
Pokud by aj; = ajp = az = 0, potom by rovnice byla linedrni a vyjadfovala by p¥imku.

Vyjad¥eni rovnice kuZelosetky s dvojkami u n&kterych koeficientl je &isté technické a
umoZiiuje ndm vyjad¥it rovnici kuZelosetky

T
411 412 4d13 X

maticové: (x y 1) | a2 ax a3
d13 432 ass

— <

K

Vhodnou volbou kartézské soustavy soufadnic, pomoci otoleni a posunuti,
zjednodusime rovnici na tzv.

kanonicky tvar:
X-P-K-PT.XT =0
———

matice A



Klasifikace kuZelosedek

1 ; : ajl a
Ozna&ime A determinant matice K a § = det ( 11 12 )

a2 axn
L . neregularni kuZelosecky:
regularni kuzelosecky: A =0
A#0
. @ 2 riiznobé&zky
o elipsa
@ 2 rovnobé&Zzky
@ parabola
@ 1 bod
@ hyperbola L .
@ prazdnd mnoZina

stfedové: § # 0
soufadnice stfedu [m, n|
uréime jako FeSeni

a1l a12 m _ —ai3
a2 ax n —ags

nestiedové: § =0



Regularni stfedové kuzelosecky

A 0 0 matici P tvofi jednotkové Uy
A= 0 X 0 |, vlastni vektory i, v P=1 v
0 O % a soutadnice stfedu m, n m

Kanonicka rovnice je A\1x% + \oy? + % =0,
: s . a a
kde A1, A2 jsou vlastni &isla matice 1 €12
ar  ax
o Elipsa A1, A\ maji stejna

znaménka a — ma e Hyperbola )i, Ay maji

opatné znaménko neZ riizna znaménka.

ALz. St¥ed hyperboly

Osy hyperboly jsou ve
smérech urlenych
vlastnimi vektory.

Stfed elipsy

Osy elipsy jsou ve
smérech urcenych
vlastnimi vektory.



Regularni nestfedové

e parabola
Pravé jedno z vlastnich &isel je nulové.

Nulovému vlastnimu &islu nalezi vlastni vektor, ktery odpovida

asymptotickému sméru.

A 00 matici P tvoFi Uy
A= 0 0 p |, vlastni vektory u, Vv P= Vx
0 p O a soufadnice vrcholu m, n m

Kanonicka rovnice je Ax? + 2py = 0,
kde A je nenulové vlastni &islo.

o



Priklad

6xy + 8y? — 12x — 26y + 11 =0

0 3 -6 0 3
K= 3 8 —13 |, detK =381, det( 3 8 > =-9
-6 —-13 11

3 1 o0\’
( 1 3 0) =
—V10 2v10 V10






Priklad

5x2 4+ 4xy +2y? —18x — 12y + 15 =0




Pomoc od MATLABu

Zadani matice po prvcich:

o fadky a =[123 4] nebo b =1, 2, 3, 4]

@ sloupce a = [1 2 3 4] nebo b = [1; 2; 3; 4]

e matice A = [1 2; 3 4]
Po zadani je vytvofena v prostfedi MATLABuU vytvofena proménna
A, miiZeme ji pouZivat.
Pokud neni uréena proménnda, kam se ma uloZit vysledek, pouZije
se proménnd ans



P¥iklady prace s maticemi

@ Nacteni hodnot ze souboru
@ v souboru matice.txt jsou hodnoty oddé&leny mezerami a
stfedniky
A = load(’matice.txt’)
e v souboru cisla.txt je na kaZzdém ¥adku jedno &islo
B = load(’cisla.txt’)
@ Zjisténi rozmérl matice
[mA nA] = size(A)
[mB nB] = size(B)
@ Vytvoreni matice jiného rozmé&ru
B=reshape (B, mm, nn)
POZOR, potet &isel v plvodni matici B musi byt pfesné
mm*nn

@ Ur&eni hodnosti matic:
hA = rank(A)
hB = rank(B)



P¥iklady prace s maticemi

@ Je matice regularni?

if hA = =mA

disp(’Matice A je regularni’)
@ Je matice symetricka?

if A = =A’)

disp(’Matice A je symetricka’)
@ Determinant matice

detA = det(A)

@ Vlastni &isla a vlastni vektory matice
spektrumd = eig(A)
spektrum matice je mnoZina vsech vlastnich Cisel
[V D ] = eig(A)
vysledky: V matice, jejiZ sloupce jsou vlastni vektory,

odpovidajici vlastnim &isliim, ktard jsou na diagondle matice D

@ Inverzni matice
invA = inv(A)



Reseni soustavy linedrnich rovnic

Gaussova elimina¢ni metoda

Dana matice soustavy A.

(pFedpokla’da’me, Ze matice je reguldrni, a tedy existuje jediné Fes”em’) Vektor
pravé strany b musi byt sloupec, musi mit tolik prvki, kolik ma
matice A ¥adka.

Potom ¥eSeni soustavy rovnic:

x=A\b
Ptiklad:
4 2 -1 6
A=|12 3|, b=| -1
2 0 1 1
A=1T42-1;123; 20 1]

b = [6; -1; 1]
x=A\b
(x=105-1)
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