Soustavy linearnich rovnic

Semind¥ t¥eti

14. ¥{jna 2019



Obsah

© Determinant matice

© Soustavy linedrnich rovnic
@ Frobeniova véta
@ Cramerovo pravidlo



Determinant matice
Definice Necht A je &tvercovd matice.
Determinantem matice A nazyvame &islo, které oznalujeme det A

a které Ize matici A pFifadit podle t&chto pravidel:

a) Je-li A = (a) &tvercova matice typu 1 x 1, pak det A = a.

b) Je-li A= (aj) &tvercovd matice typu n x n (pro n > 1),

vybereme libovolny ¥adek matice A (ozna&ime jej jako i-ty) a poloZzime

det A= ajjAin + apAip + -+ + ainAin,
kde Aj je tzv.doplnék prvku aj; v matici A,
Aj = doplngk a; = (-1 )’ﬂA;;7
kde A} je determinant Etvercové matice typu (n — 1) x (n — 1), kterd
vznikne z matice A vynechdnim j—tého ¥adku a j—tého sloupce, tj.

det A= Zau~ 1) det(A7)

Souttu ¥ikdme (Laplaceilv) rozvoj determinantu podle i-tého ¥adku.
Pro matici A € R2%2: det A = ai1dz> — aizani



Sarrusovo pravidlo?

Pro matici A € R3*3 mizeme pouit Sarrusovo pravidlo:

ai. @iy, g
a1, ags. asg
asf. Ga3. sy
_GH"—I'_GH'-“ agy

_ C a1, am. ax

3113822333 + 421432313 + 3313124823
—d134822431 — 411432423 — a21d124d33

det A =
Sarrusovo pravidlo ze pouZit pouze pro matice rozméru 3 x 3!

Determinant matice v&tSiho rozméru pocditdme rozvojem.

!Pierre Frédéric Sarrus (1798-1861)



Adjungovana matice

Definice Pro &tvercovou matici A € R™" m3 adjungovand matice
adj(A) € R"™" slozky:

adj(A); = (—1)"MA%, i j=1...n,

kde A% je determinant Etvercové matice typu (n— 1) x (n —1),
kterd vznikne z matice A vynechanim j—tého ¥adku a i—tého
sloupce.

Matice adj(A) je matice vytvotend z doplitki jednotlivych prvki a
nasledné transponovana.
Véta Pro kazdou &tvercovou matici A € R™" plati :

A - adj(A) = det(A) - I,.

Jsou-li prvky matice A celd &isla, bude mit inverzni matice A~1 pouze cels &isla pravé

tehdy, kdyZ det(A) = 1.



Vypocet inverzni matice pomoci adjungované matice

1 1 T
AT = —adi(A) = - ([A%])
e a2 A = A ’
kde je matice z dopliiki prvki aj;.

Pro matici A € R2%2 .

dopingk = a (—1)'*ldet(d) = +d
A (2 bY.] doplntk=b (—1)*2det(c) = -c
“\c d/) ) dopntk =c (—1)**ldet(b) = —b
doplnék = d (—1)?T2det(a) = +a
d —c
()_<—b a>
T d —b
Ay = ([ax]) =
i) = (&)= (£ 7))

a b\ ' 1 d —b
c d ~ad—bc \—c a



Vlastnosti determinantu

@ Determinant &tvercové matice, kterd ma bud pod hlavni
diagondlou nebo nad ni samé nuly je roven soucinu prvki na
hlavni diagonile.

o Determinant jednotkové matice typu n x n je roven 1.
o Obsahuje-li n&ktery ¥adek (nebo sloupec) matice A samé nuly,

je detA=0.
o det AT =detA .
@ pro reguldrni matici: det A=l = ——
SR det A
o det AB =detA-detB, ale det(A+ B) # det A+ det B,
@ nicméné&: Fadkova (a sloupcova) linearita:
an ain a1 ...  an a1 ...  Adn
det | aj1 —.l—bl a,-,,—.l— bp | = det a;-l a',-,7 +det b.1 b',,
anl ce ann anl ... ann anl ... ann
@ Matice je regularni < det A # 0



Determinant a elementarni tpravy

K vypoltu determinantu je mozné vyuZit Gaussovu eliminaci.
K tomu musime
a) umét spotitat determinant matice v odstupfiovaném tvaru,
b) v&d&t, jak hodnotu determinantu ovliviiuji elementarni ¥ddkové
Gpravy.
Determinant matice v odstupriovaném je roven soudinu
diagonalnich prvki.
Necht matice A’ vznikne z A n&jakou elementarni tpravou:
@ Vyndsobeni i-tého ¥adku &islem a € R: det(A’) = adet(A).
@ Vyména i-tého a j-tého ¥adku: det(A’) = —det A.
@ P¥icteni a-ndsobku j-tého ¥adku k i-tému, p¥icemZ i # j:
det(A") = det(A).
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Piklady

o UkaZte, Ze plati:

o Vyjadrete

X —X




Geometricka interpretace determinantu

UvaZujme &tvercové reguldrni matice (A € R™", det A # 0)
P¥edstavme si fYadky matice jako vektory v eukleidovském prostoru.

@ n = 2 Dopliime v roving oba vektory na rovnob&zZnik.
Plogny obsah rovnob&Zniku je roven |det A|.

@ n = 3 Dopliime v prostoru tfi vektory na rovnob&znostén.
Objem tohoto rovnobé&Znostén je roven |det Al.

@ n € N Dopliime v prostoru vektory na n-rozmérny
rovnobé&znostén.
Objem tohoto rovnob&Znost&n je roven |det A|.

Pozndmka. Svou roli hraje nejen velikost determinantu A, ale také jeho znaménko; to
souvisi s pofadim hran rovnob&Znosténu jako ¥adkii matice A. Specidlng, pro A € R3%3
je det(A) > 0 pokud Fadky A tvoFi pravoto&ivou posloupnost vektoril (tzv. pravidlo

palce), a det(A) < 0 pokud tvofi levoto&ivou posloupnost.



Soustavy linearnich rovnic

Z jakych uloh?
Nejstari zaznamenand tloha na soustavy rovnic (cca 200 p¥.n.l.):

TF¥i snopy dobrého obili, dva snopy priimérného a jeden podFadného se
prodavaji celkem za 39 dou.

Dva snopy dobrého obili, t¥i primérného a jeden podradného se
prodavaji za 34 dou.

Jeden snop dobrého obili, dva priimérného a t¥i podFadného se prodavaji
za 26 dou.

Jakd je cena za jeden snop dobrého / primérného / podFadného obili?

Zapsano dne$ni matematikou, dostdvame soustavu rovnic, kde x, y, z jsou nezndmé
pro ceny za jeden snop dobrého / prim&rného / podfadného obili.

Analytickd geometrie — Vzdjemna poloha p¥imek v roving, rovin v
prostoru.

Interpolace a aproximace hodnot z mé¥eni

Fyzika — Elektrické obvody, ...



Mé&jme soustavu m linedrnich rovnic o n nezndmych

ailxy +  awxe + -+ ainxp = by,
a1x1 + axnxe + -+ ayXp = b,
amix1 + amexe + -+ amnXn = bp.

Resenim rozumime kazdy vektor x vyhovujici v§em rovnicim.
Matice soustavy je matice

411 412 -+ din

ap1 a2 -+ ap
A=

dml am2 °° Admn

a rozsifena matice soustavy je

air a2 - ain | b

a1 ax» -+ ax | b
(Alb) =

dml dm2 *°° dmn b,



Priklad

Pro ptiklad "o snopech obili" je soustava rovnic:

dloha 3x 4+ 2y 4+ z = 39
o snopech obili CERE A
P + 2y + 3z = 2
kterd se maticové zapise:
3 2 1|39
2 3 1| 34
1 2 3|26

Rozsifena matice soustavy plné popisuje soustavu rovnic.
¥adky odpovidaji rovnicim, sloupce vlevo neznamym.



Geometricky vyznam soustavy rovnic

Mé&jme dvé rovnice o dvou nezndmych, m = n = 2, tedy

ailtxy + apxe = b1, 2X1 — X = 3,
ar1xy + axpxo = bo. 2x1 + 3x = 11.
Prvni rovnice popisuje p¥imku v R? (p¥i aj; # 0V a1p # 0),
(p: 2x —y —3=0) druhd také, (g: 2x+ 3y — 11 =0).
Re¥enf soustavy le¥i tedy v priiniku obou p¥imek.
Podobn& pro n = 3, kazda rovnice popisuje rovinu v prostoru R3 a
feSeni predstavuje priinik téchto rovin.

x + vy 4+ z = 4
2x — 3y + =z
—-x + 2y — 2z = 1

Il
|
w



Elementarni ¥adkové tpravy

Definice
Elementdrni Faddkové upravy jsou

@ vynasobeni i-tého ¥adku &islem « # 0 (tj. vynasobi se vechny
prvky Fadku),
@ pfitteni a-nasobku j-tého ¥adku k i-tému, p¥icemz i # j,

© vyména i-tého a j-tého Fadku.

Elementarni Fadkové operace zachovavaji mnoZinu YeSeni soustavy.




Postup FfeSeni soustavy rovnic Gaussovou eliminaci

Pomoci elementarnich aprav prevedeme rozsifenou matici
soustavy na jednodussi matici, ze které feSeni snadno uréime.
Ten jednodussi tvar matice se nazyvd odstupfiovany tvar matice.
Definice (Odstupiiovany tvar matice).

Matice A € R™*" je v ¥adkové od-

stupfiovaném tvaru, pokud existuje r

takové, Ze plati

mp2 Pa cee Pr

e ¥adky 1,...,r jsou nenulové (tj.
kaZdy obsahuje aspori jednu
nenulovou hodnotu),

o fadky r+1,..., m jsou nulové,

m

a navic oznaéime-li p; nejmensi &islo

sloupce, ve kterém a; # 0, tak plati

pr < p2<---<pr.

Kazdou matici Ize prevést elementarnimi ¥adkovymi dpravami do
odstupriovaného tvaru.

Sloupce pi, ... pr nazveme bazické, ostatni nebazické.



P¥evod do odstupiioveného tvaru

Napf¥iklad nasledujici postup p¥evadi matici do odstupiiovaného tvaru.
Krok 1: Polozime &islo ¥adku i=1, &islo sloupce j=1.

Krok 2: Pokud pro viechny "dalsi" ¥adky k > i a sloupce £ > j plati :
ak,e = 0, kon&ime

(ve zbyvajici €asti matice uZ nejsou nenulové prvky).

Krok 3: Vyb&r " aktudlniho” sloupce j (pfeskotime nulové podsloupetky).
Najdeme nejmensi &islo sloupce ¢ > j takové, Ze v Fadcich k > i je v
tomto sloupci aspoii jeden nenulovy prvek.

Tento sloupec bude aktudlnim sloupcem, tj.

Jj=min{l:¢>j, ay #0 pro n&aké k > i}.

Krok 4: Vybér " aktudlniho” ¥adku /.

Jeslize a; = 0, najdeme ¥adek k > i, ve kterém aj # 0, a vyménime
radky k a i.

Krok 5: Elementdrni tprava ¥adka k > i (v té&hto ¥adcich vynulujeme
zbyvajici prvky sloupce j).

2K

Ke v8em prvklim Fadkd k > i pFi¢teme — ndsobek Fadku i.

ajj
Krok 6: Zv&t§ime j 0 1, j o 1 a pokraujeme krokem 2.




P¥iklad prevodu matice na odstupriovany tvar

2X1 + 2X2 — X3 + 5X4 =1
Soustavé rovnic a5 GRS
X2 + 2x3 + 2x4 = 4
2x1 + 4xp + 3x3 4+ Txa = 7
2 2 -1 511
odpovida rozsitena matice 45 0993 kterou postupné
01 2 214
2 4 3 7|7
upravujeme:
2 2 -1 5]1 2 -1 5|1
4 5 0 9|3 01 2 —-1]1
01 22(4 7| o1 2 2|2
2 4 3 7|7 0 2 4 2|6
2 2 -1 511 2 2 -1 511
0 2 -11 01 2 1|1
“1o o o 3/3[7loo0 o 3
0 0 0 44 00 0 o0}0



Existence a pocet feseni
Z odstupriovaného tvaru rozsitené matice soustavy pozndame, zda
soustava rovnic ma nebo nema feseni:
@ Soustava nema Feseni,
je-li aspoti jeden ¥adek ve tvaru (0 0 ... 0| b#0),
(takovy ¥ddek odpovida rovnici :0x; + 0x; 4+ - - - + Ox, = b # 0).
@ Jinak feSeni existuje; bud jediné nebo nekone&n& mnoho.
Z rozsitené matice soustavy vyskrtneme vsechny nulové ¥adky.
e Soustava mid jediné feseni,
pokud v matici po vyskrtnuti nulovych ¥adki
zlistalo tolik ¥adkd, kolik je neznamych.
Toto ¥edeni ziskdme postupnym vypoltem neznamych
od posledni k prvni, zdola nahoru tak, Ze
@ z posledni rovnice vypoéteme posledni nezndmou,
tu dosadime do v3ech predchazejicich rovnic;
@ z predposledni .. druhé rovnic vyjadfime p¥edposledni ..
druhou nezndmou a dosadime do v3ech predchézejicich rovnic;
@ z prvni rovnici vyjad¥ime prvni nezndmou.
e Soustava nekone&né& mnoho ¥eSeni, pokud po vyskrtnutf
nulovych ¥adk{ zdstalo méné rovnic nez nezndmych.

ReSeni vyjadfime pres "volné” proménné.



v e

Vyjadreni feSeni zpétnou substituci

Mé&jme soustavu rovnic v odstupfiovaném tvaru.

2 2 -1 5|1 2 2 -1 5|1

4 5 0 9|3 01 2 -1]1

01 224 oo o 3

2 4 3 7|7 00 0 ©0]0
Regen( existuje, provedeme zpétnou substituci.
X4:1

x3 je volnd (nebdzickd) prom&nna
X0 =14+x4 —2x3 =2 —2x3
X1 = %(1 —5x4 +x3 — 2X2) = —4+ gX3

—4
, x3 €R

Reseni zapi¥eme ve tvaru x = + x3

= O N



P¥iklad o snopech obili

Maticovy zépis:

3 2 1139
2 3 1| 34
1 2 3|26
P¥evod na odstupiiovany tvar:
3 2 1 39 32 1 39

0 -4 -8| -39

o o
o o1
|

w =
[o)]

PN
©-l>

Existuje jediné FeSeni,

3.rovnice: z = £ = =275,
2. rovnice: Yy = %(24 —z)= % (24 = %) = % %5 = 77 = 4.25,
Lrovnice: x = 2(39-2y—2z)=1%-(39-2.-2 1) =31 —925

Ceny jednoho snopu obili jsou:

9.25 dou za dobré, 4.25 dou za primérné, 2.75 dou za pod¥adné.



Ptiklad: Vzajemna poloha rovin

a) b)
X 4+ y — 4z = 9|x 4+ y — 4z =1
X + y 4+ 2z = 3|x + y + 2z = 2
X + y — z = 6|x + y — z = 3
Spoletné body (x,y, z) najdeme, vyFedime-li soustavy rovnic.
Maticové zapisy:
a) b)
1 1 —-4|9 1 1 —-4|1
11 2|3 1 1 2|2
1 1 —-1(6 1 1 —-1|3
Po lpravé na odstupiiovany tvar:
a) b)
1 1 —4]9 1 1 —41
0 0 6 | —6 0 0 6|1
0 0 O0]O 0 0 0|2
oofedenfi nema feseni
—1l,y=t,x=5—t,t € R | 3 roviny nemaji spole¢né body

Roviny a) maji spole¢nou p¥imku,

urenou bodem [5, 0, —1] a sm&ovym vektorem (—1,1,0)



Priklad

UvaZujme elektricky obvod jak je vyznaéeny na obrazku. Chceme-li urdit
hodnoty elektrickych proudl /i, b, I, vyuZijeme fyzikalnich zdkon(:

1. Ohmiiv zdkon: Napéti je rovno soutinu proudu a odporu: U = IR,

2. Kirchhofftiv zdkon o proudu: Sou&et proudl vstupujicich do uzlu se
rovna soutu proudl z uzlu vystupujicich.

3. Kirchhoffilv zdkon o napéti: Soulet napéti ve smy&ce je roven nule.

oo

Is

109

100

v

Kirchhoffiiv zdkon o proudu: rovnice
h+h—hK=0.

Kirchhoffiiv zdkon o napé&ti (spolu
s Ohmovym zdkonem) pro smy&ku
DABE dava rovnici 10/; — 10/, = 10,
pro smy¢ku EBCF : 10/, + 20/3 = 5.
(SmyZku DABCFE jiz uvaZovat ne-
musime, nebot vyplyvad z predchozich

dvou.)



Tim dostdvame soustavu rovnic

1 1
10 -10
0 10

P¥evedeme na odstupfiovany tvar:

1 1 -1|0
~l0 -2 1|1
0 10 20 |5

VyteSenim dostaneme:

L =
L =
i

-1 0
0 |10
20| 5

0.7A
—0.3A
0.4A

—



Frobeniova véta

Definice Hodnost matice
Hodnosti matice rozumime po&et nenulovych ¥adkii po pfevodu do
odstupiiovaného tvaru.

Znatime rank(A)  (nebo h(A)).

Frobeniova véta charakterizuje FeSitelnost soustav rovnic pomoci
hodnosti matice a rozsifené matice soustavy:

Soustava (A|b) ma (aspoii jedno) FeSeni pravé tehdy,
kdyz rank(A) = rank(A|b) (h(A)=h(A|b))

Je-li h(A) = h(A|B) =polet neznamych, ma soustava jediné YeZeni.
Je-li h(A) = h(A|B) <potet nezndmych, m3 soustava nekone&n& mnoho ¥eeni.
V angli¢tin& tuto v&tu nazyvaji Rouchého—Capelliho véta,

v Rusku Kroneckerova—Capelliho véta
a ve Spanélsku Rouchého— Frobeniova véta.

MiZete se setkat i s ndzvem Rouché-Fonteného véta.



Frobeniova véta (a hodnosti matic) v pFikladech

@ O snopech obili:
hodnost matice soustavy: rank(A) = 3,
hodnost rozsifené matice: rank(A|b) = 3 = YeZeni existuje
polet neznamych (3) = hodnosti matice = jediné ¥eeni

@ Vzijemna poloha rovin:
hodnost matice soustavy: rank(A) = 2,
hodnost rozsitené matice:
a) rank(A|b) = 2 = Fedeni existuje
potet neznamych (2) < hodnosti matice = oo Fedeni.
b) rank(A|b) = 3 = ¥eleni neexistuje
© Elektricky obvod:
hodnost matice soustavy: rank(A) = 3,
hodnost rozsitené matice: rank(A|b) = 3 = Feleni existuje
polet neznamych (3) = hodnosti matice = jediné ¥eeni



Homogenni soustava rovnic

Soustava Ax = 0 s nulovou pravou stranou se nazyva homogenni.
Evidentné&, nulovy vektor je vZdy jejim FeSenim.

Priklad

X1 +Xo -3xs —x5 =0
X1 —X2 +2x3 —Xxa =
4x; —2xp +6x3 +3xa —4xs =0
2x1 +4xo —2x3 +4xa —Tx5 =0

1 1 0 -3 -1 1 1 0o -3 -1

1 -1 2 —1 0 L 0o -2 2 2 1

4 -2 6 3 —4 0 0 0 9 -3

2 4 -2 4 -7 o 0 0 O 0

Hodnost matice soustavy je 3, nezndmych 5 = oo FeSeni.
Reseni vyjad¥ime pomoci 2 parametri:
| x5 = p, nebo x5 =6p,x3 =g, p,q € R|

X5 = 6p X1 7 -1

X4 = 2p X2 5 1

x3=q =x=|x3|=|0|p+]| 1 |q, pgeRr
x2 =5p+q X4 2 0
x1=7Tp—q X5 6 0



Cramerovo pravidlo

Véta Bud A € R"™*" regularni, b € R".
Pak YeSeni soustavy Ax = b je dano vzorcem

det A;
Xi:m,lz 7...,",

kde
det A; je determinant ¢tvercové matice, kterd vznikne z matice A
po nahrazeni i-tého sloupce sloupcem pravych stran.

Cramerovo pravidlo z roku 1750 (i kdyZ bylo zndmo uZ d¥ive) je pojmenovano po
Svycarském matematikovi Gabrielu Cramerovi. Ve své dobé& to byl populdrni nastroj na

FeSeni soustav linearnich rovnic, dnes ma vyznam spiSe teoreticky.



Priklad

detA=1,

det A; =0,
. det A; .
T detA
. det A, -
27 getA
det A3
X3 = =

detA

x3 = 0
= 1
- -1
1 0
0 1
1 -1

detA> =1,

0
1= 0
1
1= 1
3 _
i= 3

13
JA3=10 1
Jo-t ]

det A3 =3



Soustavy rovnic s parametry

Provedeme diskusi feSeni soustav vzhledem k parametru a:
Ptiklad

x =2y +z =1

x -y +3z =0

x —4y -3z =a

Ptiklad

x
0
<
I
)



Slovni tlohy

@ Zv&tdime-li jednu stranu trojihelnika o 11 cm a druhou stranu o 11 cm
zmen&ime, dostaneme rovnostranny trojdhelnik. KdyZ prvni stranu vynasobime
Etyfmi, je o 10 cm vétsi neZ trojnasobek tfeti strany. Vypoctéte velikosti stran
trojuhelnika.

@ Kyselina sirova je slozena z vodiku, siry a kysliku. Pom&r hmotnosti vodiku a
siry je 1 : 16 a pomé&r hmotnosti kysliku a siry je 2 : 1. Kolik kazdého prvku
obsahuje 1323 g kyseliny?

© Hutnik ma &ty¥i riizné slitiny, které obsahuji cin, olovo, vizmut a kadmium.
Prvni slitina obsahuje 20 kg cinu a 10 kg olova. Druhd obsahuje 12 kg olova a 6
kg cinu. T¥eti obsahuje 10,5 kg vizmutu, 6,4 kg olova a 3,1 kg cinu. Posledni
slitina obsahuje 10 kg vizmutu, 5 kg olova, 2,5 kg kadmia a 2,5 kg cinu. Jaké
mnozstvi kazdé slitiny je tfeba pouZit na pf¥ipravu slitiny, kterd by obsahovala 81
kg vizmutu, 75 kg olova, 15 kg kadmia a 40 kg cinu 7
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