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Matice

Definice (Matice).
Redlnd matice typu m X n je
obdélnikové schema

a1 a12 - din

a1 a2 - an
A= . .

dm1 dmp2 - dm,n
Oznateni:

prvek na pozici (7,) matice A:ajj
mnozina vSech redlnych matic
typu m x n: RM>n,
Je-li m = n, potom matici
nazyvdme &tvercovou.

Definice(Vektor).
Redlny n-rozmé&rny (aritmeticky)
vektor je matice typu n x 1

X1
X2

Xn

MnoZina vSech n-rozmérnych
vektorli se zna&i R"”
(namisto R™*1).



Specialni matice

Nulova matice: Vi,j : a;; =0
Jednotkova matice: (Ep, I,), A€ R"™",a;; =1, a;; =0 pro
i #Jj

Ctverova matice A € R

Diagonalni matice A € R"*", pokud a;; = 0 pro v8echna i # j.

Diagonalni matice ma na diagonale libovolné prvky a mimo ni jsou nuly.

Trojihelnikova matice
Horni trojdhelnikovd matice. Matice A € R"*” je horni

trojiihelnikova, pokud a;; = 0 pro viechna i > j.
Horni trojihelnikovd matice ma pod diagondlou nuly. Podobné& se zavadi i dolni
trojuhelnikovd matice.

P¥ikladem horni trojihelnikové matice je jakdkoli matice v odstupiiovaném
tvaru (17), protoZe pivoty musi byt na nebo nad diagondlou. Obracen& to oviem

neplati, horni trojihelnikovd matice neni automaticky v odstupiiovaném tvaru.

@ Symetrickd matice. Matice A € R"™" je symetrickd, pokud
A = AT . Symetrické matice je tedy vizuaIné symetricka dle hlavni diagonily.



Zakladni operace s maticemi

Definice (Rovnost matic). Dv& matice se rovnaji, A = B,

pokud maji stejné rozméry m x n a Aj; = Bjj pro vechna i, .

Definice (Soutet matic). Bud A, B € R™*".

Pak A+ B je matice typu m x n's prvky (A+ B);j = A;j + Bjj .

Definice (N4sobeni ¢islem). Bud o € R a A € R™*".,

Pak aA je matice typu m X n's prvky (aA); = aAj .

Vy8e zminéné operace umoZiiuji zavést ptirozené i od&itani jako
A-B:=A+(-1)B.

Specialni matici je nulova matice, jejiz v¥echny prvky jsou nuly. Zna&ime
ji 0 & Opmxn pro zdlraznéni rozméru.

Véta (Vlastnosti sou¢tu matic a ndsobeni matice &islem).
Plati nésledujici vlastnosti: «, § jsou &isla a A, B, C matice vhodnych rozmé&ra.

@ A+ B=B+A. .. (komutativita)

Q (A+B)+ C=A+(B+C)...(asociativita)
e A+0=A

Q A+ (-1)A=0

© a(54) = (ap)A

QA=A

@ o(A+ B)=aA+ aB ... (distributivita)

Q (a+ B)A=aA+ BA ... (distributivita)



Piklady

6 1
@ Urcete matici X: X =2 0 -3
-1 2

© Urcete matici Y, kterd pro matice

-3

2 31 1 -1 3
A‘(o ~1 2)33_(2 0 4>

vyhovuje 3A+2Y = —-B



Souéin matic

Definice Bud A € R™*P a B € RP*".

p
Pak AB je matice typu m x n's prvky (AB); = Z ajicbyj .

P¥iklad nasobeni matic
Pro matice

k=1

4 1 3 -5 1 4
A_(—3 2>’ B_<2 1 -3 0)
3 -5 1 4
2 1 =30

1 16
17 ~12



Vlastnosti sou¢inu matic

Véta. (Vlastnosti soutinu matic).

Plati nasledujici vlastnosti: « je &islo a A, B, C matice vhodnych
rozmérd.

@ (AB)C = A(BC) ... (asociativita)

Q@ A(B+ C) = AB+ AC ... (distributivita)
@ (A+ B)C = AC+ BC ... (distributivita)
Q@ a(AB) = (aA)B = A(aB)

Q InA=Al,=A, kde Ac R™*"

Poznamka. Soudin matic obecné neni komutativni!
Pro mnoho matic je AB # BA. Najdé&te takovy ptiklad!



P¥iklad: sou&in matic

Babitka jde koupit do obchodu 12 vajec, 6 jablek a 6 hrugek, 12
pomeran&l a 3 citrény. Vyjddfeme ndkup pomoci nésledujiciho ¥ddkového
vektoru x = (12,6,6,12,3).

P¥edpokladejme, Ze vejce jsou po 2 K& za kus, jablka po 5 K&, hrusky a
pomeran&e po 4 K¢ a citrény po 3 K& za kus. Pak miZeme ceny t&chto
druhii zbo#i zapsat jako sloupcovy vektor (2,5,4,4,3)".

Celkovou &astku, kterou babitka v obchodé zaplati, mizeme nyni
vypolist souinem vektord xy, kde vektor x vyjadfuje mnoZstvi
jednotlivych druhl a vektor y ceny jednotlivych druhd.

Babitka miZe nakupovat ve dvou obchodech, ve kterych se ceny
pong&kud li&i. Necht vektor cen v druhém obchodg je 3 K& za vejce, 6 K&
za jablko, 3 K& za hrusku, 5 K& za pomerané, 2 K& za citrén.
(3,6,3,5,2)"

Babitka ma moznost nakoupit viechno bud v 1. nebo ve 2. obchod?
nebo muZe nakoupit v kaZdém obchodé& jen to zboZi, které je tam
levng&jsi. Abychom ji pomohli se rozhodnout, utvofime matici cen:

Prvni sloupec udava ceny v 1. obchodég, druhy sloupec ceny v 2. obchodg,
tfeti sloupec udava vZdy mensi z obou p¥islusnych cen. Abychom sestavili
ucet pro vdechny tfi moZnosti ndkupu, vypocteme sou&in xC.



Transpozice

Definice Bud A € R™*",

Pak transponovana matice ma typ n x m, zna&i se A a je
definovand (AT);; := aj;.

Ptiklad Transpozice vlastn& znamend preklopeni dle hlavni
diagonaly, napt.

_(1 23 T _
A"<4 5 6?)’ A=

Véta (Vlastnosti transpozice).
Plati nasledujici vlastnosti: « je &islo a A, B matice vhodnych
rozmérd.

(AT)T = A

@ (A+B)T =AT +BT
(@A)T =aAT
(AB)T = BTAT

w N =
S 01 b

© 0



Piklady

Pro matice
1 2 3
A= ( -1 0 2 >
-1 5 -2
B‘( 2 2 —1)’
2 1
(5 1),
spoitejte (pokud to ma smysl)
QO (A+4B)+C
@ (A+B)"- 2C,
@ (B-C)-A
Q (B 3AT)+C
@ C- (BT —(nA)7)



Priklad

Jsou dany matice

=

Urlete

Q@ B-A

Q A°

Q@ A-B-B-A

1
4

-2 3
-1 2

)8



Priklad

Pro matici

urlete A2, A- AT

(

3
6

5
-1

)



Priklad

Urlete matice A- B, B-C, C- B, kde

2
34 -5 1 1
A_<26_3 _4>,B_ . ,C=(4 56 -3)



Priklad

Urcete matici X, pro kterou plati

A-B=2X+AT,

2 -3 3
=(e 2) o= (3

-5



Elementarni (¥adkové) tpravy

Elementdrni Fadkové upravy jsou

@ vynasobeni i-tého ¥adku &islem o # 0
(tj. vyndsobi se viechny prvky ¥adku),

@ pficteni a-nasobku j-tého ¥adku k i-tému, p¥icemz i # j,

© vyména i-tého a j-tého ¥adku.



Odstuptiovany tvar matice

Matice A € R™*" je v ¥adkov& odstuptiovaném tvaru, pokud
existuje r takové, Ze plati:

e fadky 1,...,r jsou nenulové
(tj. kazdy obsahuje aspoii jednu
nenulovou hodnotu),

e yLk] - e

Sl b =

o fadky r+1,..., m jsou nulové,

a navic ozna&ime-li p; nejmensi &islo
sloupce, ve kterém a;; # 0, tak plati
p1<p2<-:--<pr.

T

KaZdou matici lze prevést elementarnimi ¥adkovymi tpravami do
odstupriovaného tvaru.

Sloupce p1, ... p, nazveme bazické, ostatni nebazické.
(zpét na 4)



Hodnost matice

Definice (hodnost matice). Maximalni pocet linedrn& nezavislych
fadkd matice A (chapanych jako aritmetické vektory) nazyvame
hodnosti matice A. Znatime ji h(A).

Elementdrni Fddkové operace neméni hodnost matice

Hodnosti matice rozumime po&et nenulovych ¥adki po pfevodu do
odstupiiovaného tvaru.



Regularni matice

Definice (regularni a singularni matice).

Ctvercovou matici typu n x n, kterd ma maximalni moznou
hodnost (tj. n), nazyvame reguldrni matici. Ctvercovou matici,
ktera neni reguldrni, nazyvame singularni matici.

Typickym p¥ikladem regularni matice je E, a singularni matice 0.

Tvrzeni Ctvercovd matice A € R"*" je reguldrni < soustava
Ax = 0 ma jediné YeSeni x = 0.

Tvrzeni Pro ¢tvercovou matici A € R™" plati: A je reguldrni <
pro kazdé b € R" md soustava Ax = b jediné FeSeni.

Vlastnosti regularnich matic.

Soudet regularnich matic nemusi byt reguldrni matice, vezmeme
napf. | + (1) =0.

Soudin reguldrnich matic je regularni matice.



Inverzni matice

Motivace pro inverzni matice: Matice umime s€itat, ode&itat, nasobit, tak
nesly by i d&lit? UkaZeme si, Ze n&co jako déleni Ize zavést, ale jen pro
reguldrni matice.
Definice Bud A € R"*". Pak A~! je inverzni matici k A, pokud
spliiuje

AATL = ATTA=E,

Které matice maji inverzi? Pouze a jen ty regularni.

Véta (O existenci inverzni matice).

Bud A € R"™*". Je-li A reguldrni, pak k ni existuje inverzni matice,
a je uréena jednoznalné. Naopak, existuje-li k A inverzni, pak A
musi byt reguldrni.

Véta Je-li A regularni, pak AT je regularni.

Vé&ta (Jedna rovnost sta&i). Bud'te A, B € R™ "

(1) Je-li BA = E, pak A je reguldrnia B = A1,

(2) Je-li AB = E, pak A je reguldrnia B = A1



Vypocet inverzni matice

K matici A pFipiSeme jednotkovou matici.
Elementdrnimi ¥adkovymi dpravami

prevedeme matici A na jednotkovou.
Potom na mist& jednotkové matice dostaneme A™1.

AE ~ EA7!

Pokud na misté A nevznikne jednotkova matice,
potom matice A neni regularni a inverzni neexistuje.

Véta (Vlastnosti inverzni matice).
Bud'te A, B € R"™*" regularni. Pak:

o (A1) 1=4

(AT = (A7),

(@A)t =LA pro a #0,
(AB)L = B~1A1,



Piklady

K maticim A, B, C, D urlete inverzni, pokud existuji.
2 3 -1 3 2
A_(04 1>’B_<1 2>’
3 -2 2 3
c=(578)o-(4 3



Maticové rovnice

A-X-B=C
X=A"1.Cc.-B7!,

pokud inverzni matice existuji.
P¥iklady

° 2 -3 12 7
<1 4>X:<—16 9)

’ x5 %)= %)



Determinant matice
Definice Necht A je &tvercova matice.
Determinantem matice A nazyvame &islo, které oznalujeme det A

a které Ize matici A pFifadit podle t&chto pravidel:

a) Je-li A = (a) &tvercova matice typu 1 x 1, pak det A = a.

b) Je-li A= (aj) &tvercovd matice typu n x n (pro n > 1),

vybereme libovolny ¥adek matice A (ozna&ime jej jako i-ty) a poloZzime

det A= ajjAin + apAip + -+ + ainAin,
kde Aj je tzv.doplnék prvku aj; v matici A,
Aj = doplngk a; = (-1 )’ﬂA;;7
kde A} je determinant Etvercové matice typu (n — 1) x (n — 1), kterd
vznikne z matice A vynechdnim j—tého ¥adku a j—tého sloupce, tj.

det A= Zau~ 1) det(A7)

Souttu ¥ikdme (Laplaceilv) rozvoj determinantu podle i-tého ¥adku.
Pro matici A € R2%2: det A = ai1dz> — aizani



Sarrusovo pravidlo?

Pro matici A € R3*3 mizeme pouit Sarrusovo pravidlo:

ai. @iy, g
a1, ags. asg
asf. Ga3. sy
_GH"—I'_GH'-“ agy

_ C a1, am. ax

3113822333 + 421432313 + 3313124823
—d134822431 — 411432423 — a21d124d33

det A =
Sarrusovo pravidlo ze pouZit pouze pro matice rozméru 3 x 3!

Determinant matice v&tSiho rozméru pocditdme rozvojem.

!Pierre Frédéric Sarrus (1798-1861)



Adjungovana matice

Definice Pro &tvercovou matici A € R™" m3 adjungovand matice
adj(A) € R"™" slozky:

adj(A); = (—1)"MA%, i j=1...n,

kde A% je determinant Etvercové matice typu (n— 1) x (n —1),
kterd vznikne z matice A vynechanim j—tého ¥adku a i—tého
sloupce.

Matice adj(A) je matice vytvotend z doplitki jednotlivych prvki a
nasledné transponovana.
Véta Pro kazdou &tvercovou matici A € R™" plati :

A - adj(A) = det(A) - I,.

Jsou-li prvky matice A celd &isla, bude mit inverzni matice A~1 pouze cels &isla pravé

tehdy, kdyZ det(A) = 1.



Vypocet inverzni matice pomoci adjungované matice

1 1 T
AT = —adi(A) = - ([A%])
e a2 A = A ’
kde je matice z dopliiki prvki aj;.

Pro matici A € R2%2 .

dopingk = a (—1)'*ldet(d) = +d
A (2 bY.] doplntk=b (—1)*2det(c) = -c
“\c d/) ) dopntk =c (—1)**ldet(b) = —b
doplnék = d (—1)?T2det(a) = +a
d —c
()_<—b a>
T d —b
Ay = ([ax]) =
i) = (&)= (£ 7))

a b\ ' 1 d —b
c d ~ad—bc \—c a



Vlastnosti determinantu

@ Determinant &tvercové matice, kterd ma bud pod hlavni
diagondlou nebo nad ni samé nuly je roven soucinu prvki na
hlavni diagonile.

o Determinant jednotkové matice typu n x n je roven 1.
o Obsahuje-li n&ktery ¥adek (nebo sloupec) matice A samé nuly,

je detA=0.
o det AT =detA .
@ pro reguldrni matici: det A=l = ——
SR det A
o det AB =detA-detB, ale det(A+ B) # det A+ det B,
@ nicméné&: Fadkova (a sloupcova) linearita:
an ain a1 ...  an a1 ...  Adn
det | aj1 —.l—bl a,-,,—.l— bp | = det a;-l a',-,7 +det b.1 b',,
anl ce ann anl ... ann anl ... ann
@ Matice je regularni < det A # 0



Determinant a elementarni tpravy

K vypocltu determinantu je mozné vyuzit Gaussovu eliminaci.
K tomu musime
a) umét spotitat determinant matice v odstupfiovaném tvaru,

b) v&dét, jak hodnotu determinantu ovliviiuji elementarni ¥adkové
Upravy.

Determinant matice v odstupfiovaném je roven soudinu
diagonalnich prvkd.

Necht matice A’ vznikne z A n&akou elementdrni dGpravou:
@ Vynasobenf i-tého ¥adku &islem o € R: det(A’) = adet(A).
@ Vyména i-tého a j-tého Fadku: det(A’) = —det A.

@ P¥itteni a-ndsobku j-tého ¥adku k i-tému, pficemz i # j:
neméni determinant, det(A’) = det(A).



Ptiklady

2]

\||/
T -
L]
11_1
oo m-H



Piklady

o UkaZte, Ze plati:

o Vyjadrete

X —X




	Operace s maticemi
	Hodnost matice
	Regulární matice
	Inverzní matice
	Determinant matice

