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Matice

Definice (Matice).
Reálná matice typu m × n je
obdélńıkové schema

A =


a1,1 a1,2 · · · a1,n

a2,1 a2,2 · · · a2,n

...
...

...
am,1 am,2 · · · am,n


Označeńı:

prvek na pozici (i , j) matice A:aij
množina všech reálných matic

typu m × n: Rm×n.

Je-li m = n, potom matici

nazýváme čtvercovou.

Definice(Vektor).
Reálný n-rozměrný (aritmetický)
vektor je matice typu n × 1

x =


x1

x2

...
xn


Množina všech n-rozměrných

vektor̊u se znač́ı Rn

(naḿısto Rn×1).



Základńı operace s maticemi
Definice (Rovnost matic). Dvě matice se rovnaj́ı, A = B,
pokud maj́ı stejné rozměry m × n a Aij = Bij pro všechna i , j .
Definice (Součet matic). Bud’ A,B ∈ Rm×n.
Pak A + B je matice typu m × n s prvky (A + B)ij = Aij + Bij .
Definice (Násobeńı č́ıslem). Bud’ α ∈ R a A ∈ Rm×n.
Pak αA je matice typu m × n s prvky (αA)ij = αAij .
Výše zḿıněné operace umožňuj́ı zavést p̌rirozeně i odč́ıtáńı jako
A− B := A + (−1)B.
Speciálńı matićı je nulová matice, jej́ıž všechny prvky jsou nuly. Znač́ıme
ji 0 či 0m×n pro zdůrazněńı rozměru.
Věta (Vlastnosti součtu matic a násobeńı matice č́ıslem).
Plat́ı následuj́ıćı vlastnosti: α, β jsou č́ısla a A,B,C matice vhodných rozměr̊u.

1 A + B = B + A. . . (komutativita)

2 (A + B) + C = A + (B + C) . . . (asociativita)

3 A + 0 = A

4 A + (−1)A = 0

5 α(βA) = (αβ)A

6 1A = A

7 α(A + B) = αA + αB . . . (distributivita)

8 (α+ β)A = αA + βA . . . (distributivita)



Př́ıklady

Jsou dány matice

A =

(
3 4 0
−1 2 5

)
,B =

(
−1 2 3

0 2 −7

)
Určete

1 3A

2 A + B

3 2A− 3B



Součin matic
Definice Bud’ A ∈ Rm×p a B ∈ Rp×n.

Pak AB je matice typu m × n s prvky (AB)ij =

p∑
k=1

aikbkj .

Př́ıklad násobeńı matic
Pro matice

A =

 1 2 3 4
0 1 0 1
2 2 2 2

 , B =


1 1 1 1
1 0 2 2
1 2 1 3
1 2 1 0




1 1 1 1
1 0 2 2
1 2 1 3
1 2 1 0


 1 2 3 4

0 1 0 1
2 2 2 2

  10 15 12 14

2 2 3 2
8 10 10 12





Př́ıklad: soustava rovnic jako součin matic

Mějme matice: A ∈ Rm×n, x ∈ Rn×1 (sloupcový vektor)

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
...

...

am1 am2

... amn

 , x =


x1

x2

. . .
xn


Výsledkem násobeńı matice A vektorem x je matice b ∈ Rm×1 (sloupcový vektor):

Ax = b,

tj. zápis soustavy rovnic.
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
...

...

am1 am2

... amn




x1

x2

. . .
xn

 =

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn

...
...

...
am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn

=

b1

b2

...
bm



Vlastnosti součinu matic

Jednotková matice.
Znač́ı se I resp. In (nebo E , En) a je to čtvercová matice řádu n s
prvky Iij = 1 pro i = j a Iij = 0 jinak.
Je to tedy matice s jedničkami na diagonále a s nulami jinde.
Jednotkový vektor ei je pak i-tý sloupec jednotkové matice.
Věta. (Vlastnosti součinu matic).
Plat́ı následuj́ıćı vlastnosti: α je č́ıslo a A,B,C matice vhodných
rozměr̊u.

1 (AB)C = A(BC ) . . . (asociativita)

2 A(B + C ) = AB + AC . . . (distributivita)

3 (A + B)C = AC + BC . . . (distributivita)

4 α(AB) = (αA)B = A(αB)

5 ImA = AIn = A, kde A ∈ Rm×n

Poznámka. Součin matic obecně neńı komutativńı!
Pro mnoho matic je AB 6= BA. Najděte takový p̌ŕıklad!



Transpozice
Definice Bud’ A ∈ Rm×n.
Pak transponovaná matice má typ n ×m, znač́ı se AT a je
definovaná (AT )ij := aji .
Př́ıklad Transpozice vlastně znamená p̌reklopeńı dle hlavńı
diagonály, nap̌r.

A =

(
1 2 3
4 5 6

)
, AT =

 1 4
2 5
3 6


Věta (Vlastnosti transpozice).
Plat́ı následuj́ıćı vlastnosti: α je č́ıslo a A,B matice vhodných
rozměr̊u.

1 (AT )T = A

2 (A + B)T = AT + BT

3 (αA)T = αAT

4 (AB)T = BTAT



Př́ıklady

Pro matice

A =

(
1 2 3
−1 0 2

)
,

B =

(
−1 5 −2

2 2 −1

)
,

C =

(
2 1
3 −1

)
,

spoč́ıtejte (pokud to má smysl)

1 (A + 4B) + C

2 (A + B)T · 2C ,

3 (B · C ) · AT ,

4 (B · 3AT ) + C

5 C · (BT − (πA)T )



Př́ıklad

Jsou dány matice

A =

(
1 −2 3
4 −1 2

)
,B =

 2 −1
0 3
−2 5


Určete

1 B · A
2 A2

3 A · B − B · A



Př́ıklad

Pro matici

A =

(
3 5
6 −1

)
určete A2, A · AT



Př́ıklad

Určete matice A · B, B · C , C · B, kde

A =

(
3 4 −5 1
2 6 −3 −4

)
,B =


2
1
−5

5

 ,C =
(

4 5 6 −3
)



Př́ıklad

Určete matici X , pro kterou plat́ı

A · B = 2X + AT ,

kde

A =

(
2 −3
0 4

)
,B =

(
3 1
2 −5

)



Př́ıklady pro zv́ıdavé

Př́ıklad Najděte (všechny) matice X , pro které plat́ı:

X

(
1 2
−1 −1

)
=

(
1 2
−1 −1

)
X .

Př́ıklad
Řekneme, že matice A typu n × n je idempotentńı, pokud
A · A = A.
Najděte idempotentńı matici 2× 2 r̊uznou od I2.
Ukažte, že pokud A je idempotentńı, potom In−A je idempotentńı.

Př́ıklad

Spoč́ıtejte n-tou mocninu matice

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
Návod: použijte indukci a vztahy pro součty sin̊u a kosin̊u.



Speciálńı matice

Nulová matice: ∀i , j : aij = 0

Jednotková matice: (En, In), A ∈ Rn×n,aii = 1, aij = 0 pro
i 6= j

Čtverová matice A ∈ Rn×n

Diagonálńı matice A ∈ Rn×n, pokud aij = 0 pro všechna i 6= j .
Diagonálńı matice má na diagonále libovolné prvky a mimo ni jsou nuly.

Trojúhelńıková matice
Horńı trojúhelńıková matice. Matice A ∈ Rn×n je horńı
trojúhelńıková, pokud aij = 0 pro všechna i > j .
Horńı trojúhelńıková matice má pod diagonálou nuly. Podobně se zavád́ı i dolńı
trojúhelńıková matice.

Př́ıkladem horńı trojúhelńıkové matice je jakákoli matice v odstupňovaném

tvaru, protože pivoty muśı být na nebo nad diagonálou. Obráceně to ovšem

neplat́ı, horńı trojúhelńıková matice neńı automaticky v odstupňovaném tvaru.

Symetrická matice. Matice A ∈ Rn×n je symetrická, pokud
A = AT . Symetrická matice je tedy vizuálně symetrická dle hlavńı diagonály.



Hodnost matice (opakováńı)

Definice (hodnost matice). Maximálńı počet lineárně nezávislých
řádk̊u matice A (chápaných jako aritmetické vektory) nazýváme
hodnost́ı matice A. Znač́ıme ji h(A).
Definice(Elementárńı řádkové úpravy).
Elementárńı řádkové úpravy jsou

1 vynásobeńı i-tého řádku č́ıslem α 6= 0 (tj. vynásob́ı se všechny
prvky řádku),

2 p̌ričteńı α-násobku j-tého řádku k i-tému, p̌ričemž i 6= j ,

3 výměna i-tého a j-tého řádku.

Elementárńı řádkové operace neměńı hodnost matice



Definice
(Odstupňovaný tvar matice).
Matice A ∈ Rm×n je v řádkově od-
stupňovaném tvaru, pokud existuje r
takové, že plat́ı

řádky 1, . . . , r jsou nenulové (tj.
každý obsahuje aspoň jednu
nenulovou hodnotu),

řádky r + 1, . . . ,m jsou nulové,

a nav́ıc označ́ıme-li pi nejmenš́ı č́ıslo
sloupce, ve kterém aij 6= 0, tak plat́ı
p1 < p2 < · · · < pr .
Každou matici lze prevést elementárńımi řádkovými úpravami do
odstupňovaného tvaru.
Sloupce p1, . . . pr nazveme bázické, ostatńı nebázické.

Definice Hodnost matice
Hodnost́ı matice rozuḿıme počet nenulových řádk̊u po p̌revodu do
odstupňovaného tvaru.



Regulárńı matice

Definice (regulárńı a singulárńı matice).
Čtvercovou matici typu n × n, která má maximálńı možnou
hodnost (tj. n), nazýváme regulárńı matićı. Čtvercovou matici,
která neńı regulárńı, nazýváme singulárńı matićı.
Typickým p̌ŕıkladem regulárńı matice je En a singulárńı matice 0.

Tvrzeńı Čtvercová matice A ∈ Rn×n je regulárńı ⇔ soustava
Ax = 0 má jediné řešeńı x = 0.
Tvrzeńı Pro čtvercovou matici A ∈ Rn×n plat́ı: A je regulárńı ⇔
pro každé b ∈ Rn má soustava Ax = b jediné řešeńı.

Vlastnosti regulárńıch matic.
Součet regulárńıch matic nemuśı být regulárńı matice, vezmeme
nap̌r. I + (−I ) = 0.
Součin regulárńıch matic je regulárńı matice.



Inverzńı matice

Motivace pro inverzńı matice: Matice uḿıme sč́ıtat, odeč́ıtat, násobit, tak

nešly by i dělit? Ukážeme si, že něco jako děleńı lze zavést, ale jen pro

regulárńı matice.

Definice Bud’ A ∈ Rn×n. Pak A−1 je inverzńı matićı k A, pokud
splňuje

AA−1 = A−1A = En

Které matice maj́ı inverzi? Pouze a jen ty regulárńı.
Věta (O existenci inverzńı matice).
Bud’ A ∈ Rn×n. Je-li A regulárńı, pak k ńı existuje inverzńı matice,
a je určená jednoznačně. Naopak, existuje-li k A inverzńı, pak A
muśı být regulárńı.
Věta Je-li A regulárńı, pak AT je regulárńı.
Věta (Jedna rovnost stač́ı). Bud’te A,B ∈ Rn×n.
(1) Je-li BA = E , pak A je regulárńı a B = A−1.
(2) Je-li AB = E , pak A je regulárńı a B = A−1.



Výpočet inverzńı matice

K matici A p̌riṕı̌seme jednotkovou matici.
Ekvivalentńımi úpravami p̌revedeme matici A na jednotkovou.
Potom na ḿıstě jednotkové matice dostaneme A−1.

AE ∼ EA−1

Pokud na ḿıstě A nevznikne jednotková matice, potom matice A
neńı regulárńı a inverzńı neexistuje.



Př́ıklady

K matićım A, B, C , D určete inverzńı, pokud existuj́ı.

A =

(
2 3 −1
0 4 1

)
,B =

(
3 2
1 2

)
,

C =

(
3 −2
−6 4

)
,D =

(
2 3
−1 −5

)



Vlastnosti inverzńı matice

Věta (Vlastnosti inverzńı matice).
Bud’te A,B ∈ Rn×n regulárńı. Pak:

(A−1)−1 = A,

(A−1)T = (AT )−1,

(αA)−1 = 1
αA
−1 pro α 6= 0,

(AB)−1 = B−1A−1.



Maticové rovnice

A · X · B = C

X = A−1 · C · B−1,

pokud inverzńı matice existuj́ı.
Př́ıklady

1 (
2 −3
1 4

)
X =

(
12 7
−16 9

)
2

X

(
4 7
1 −2

)
=

(
−7 −1
9 12

)
3 (

2 1
3 2

)
X

(
−3 2
5 −3

)
=

(
−2 4
3 −1

)
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