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Matice

Definice (Matice).
Redlnd matice typu m X n je
obdélnikové schema

a1 a12 - adin

a1 a2 - an
A= . .

dm1 dmp2 - am,n
Oznaceni:

prvek na pozici (i,) matice A:ajj
mnozina vSech redlnych matic
typu m x n: RM*n,
Je-li m = n, potom matici
nazyvdme &tvercovou.

Definice(Vektor).
Redlny n-rozmé&rny (aritmeticky)
vektor je matice typu n x 1

X1
X2

Xn

MnoZina vSech n-rozmérnych
vektorli se zna&i R"”
(namisto R™*1).



Zakladni operace s maticemi

Definice (Rovnost matic). Dvé& matice se rovnaji, A = B,

pokud maji stejné rozméry m x n a Aj = Bjj pro vechna i/, .

Definice (Soutet matic). Bud A, B € R™*".

Pak A+ B je matice typu m x ns prvky (A+ B);j = Aj + Bjj .

Definice (N4sobeni ¢islem). Bud o € R a A € R™*".

Pak aA je matice typu m X n's prvky (aA); = aAj .

Vy38e zminéné operace umoZiiuji zavést p¥irozené i od&itani jako
A-B:=A+(-1)B.

Specialni matici je nulova matice, jejiz v¥echny prvky jsou nuly. Znatime
ji 0 & Omxn pro zdlraznéni rozméru.

Véta (Vlastnosti sou¢tu matic a ndsobeni matice &islem).
Plati nésledujici vlastnosti: «, § jsou &isla a A, B, C matice vhodnych rozmé&ra.

@ A+ B=B+A. .. (komutativita)

Q@ (A+B)+ C=A+(B+C)...(asociativita)
e A+0=A

Q A+ (-1)A=0

@ (54 = (ah)A

QA=A

@ o(A+ B)=aA+aB ... (distributivita)

Q (a+ B)A=aA+ BA ... (distributivita)



Piklady

Jsou ddny matice

Urlete

Q 3A

Q@ A+ B
Q@ 2A-3B



Soucin matic
Definice Bud A € R™*P 3 B € RP*",

P
Pak AB je matice typu m x n's prvky (AB); = Z ajicbyj .

P¥iklad nasobeni matic =
Pro matice
123 4 P
A=1 01 01 |, B=
5 92 9 o 1 21 3
1 210
1111
10 2 2
1 213
1 210
1 2 3 4 10 15 12 14
0101 2 2 2
2 2 2 2 8 10 10 12




Ptiklad: soustava rovnic jako soucin matic

Mg&jme matice: A € R™*", x € R"*! (sloupcovy vektor)

ail ar ... aln
ani a22 0o azn
A=
aml  am2 c amn

Vysledkem nasobeni matice A vektorem x je matice b € R™*! (sloupcovy vektor):

Ax = b,
tj. zapis soustavy rovnic.
ail a2 .. alin a11x1
ani ano 000 asn X1 .
X2 _

. Xn )

: am1X;
aml  am2 . amn fzAa}

+
+

+

ai2x2
an2x2

am2X2

+
+

+

+

a1nXn
a2nXn

amnXn

by
ba

bm



Vlastnosti sou¢inu matic

Jednotkova matice.

Znati se | resp. I, (nebo E, E,) a je to &tvercovd matice ¥adu n s
prvky l;j = 1 pro i = j a [;j = 0 jinak.

Je to tedy matice s jedni¢kami na diagondle a s nulami jinde.
Jednotkovy vektor e; je pak i-ty sloupec jednotkové matice.
Véta. (Vlastnosti souinu matic).

Plati nasledujici vlastnosti: « je &islo a A, B, C matice vhodnych
rozmérd.

@ (AB)C = A(BC) ... (asociativita)

Q@ A(B+ C) = AB+ AC ... (distributivita)
Q@ (A+ B)C = AC + BC ... (distributivita)
© o(AB) = (aA)B = A(aB)

Q@ InA=Al,=A, kde Aec R™*"

Poznamka. Souéin matic obecné neni komutativni!
Pro mnoho matic je AB # BA. Najdéte takovy ptiklad!



Transpozice

Definice Bud A € R™*",

Pak transponovana matice ma typ n x m, zna&i se A a je
definovand (AT); := aj;.

Ptiklad Transpozice vlastn& znamend preklopeni dle hlavni
diagonaly, napt.

_(1 23 T _
A"<4 5 6?)’ A=

Véta (Vlastnosti transpozice).
Plati nasledujici vlastnosti: « je &islo a A, B matice vhodnych
rozmérd.

(AT)T =A

@ (A+B)T =AT +BT
(@A) =aAT
(AB)T = BTAT

w N =
S O1 b

© 0



Piklady

Pro matice
1 2 3
A= ( -1 0 2 >
-1 5 -2
B‘( 2 2 —1)’
2 1
(5 1),
spotitejte (pokud to ma smysl)
QO (A+4B)+C
Q@ (A+B)"- 2C,
@ (B-C)-A
Q (B 3AT)+C
@ C- (BT —(nA)7)



Priklad

Jsou dany matice

=

Urlete

Q@ B-A

Q A°

Q@ A-B-B-A

1
4

-2 3
-1 2

)8



Priklad

Pro matici

urlete A2, A- AT

(

3
6

5
-1

)



Priklad

Urlete matice A- B, B-C, C- B, kde

2
34 -5 1 1
A_<26_3 _4>,B_ = ,C=(4 56 -3)



Priklad

Urcete matici X, pro kterou plati

A-B=2X+AT,

2 -3 3
=(e 2)o= (3

-5



Ptiklady pro zvidavé

P¥iklad Najd&te (v3echny) matice X, pro které plati:
1 2 1 2
(d)=(a )~
Ptiklad
Rekneme, e matice A typu n X n je idempotentni, pokud
A-A=A
Najdéte idempotentni matici 2 x 2 riiznou od bh.
UkaZte, Ze pokud A je idempotentni, potom /, — A je idempotentni.

Ptiklad
Spotitejte n-tou mocninu matice <

sina cos
Navod: pouZijte indukci a vztahy pro soulty sini a kosindi.

cosa —sina )



Specialni matice

Nulovd matice: Vi,j: a;; =0

Jednotkova matice: (Ep, I,), A€ R™",a; =1, a; =0 pro
i#]

Ctverova matice A € R"%"

Diagonalni matice A € R"*", pokud aj; = 0 pro v3echna i # j.

Diagonalni matice ma na diagonale libovolné prvky a mimo ni jsou nuly.

Trojuhelnikovd matice
Horni trojihelnikovd matice. Matice A € R"*" je horni

trojuhelnikovd, pokud a;; = 0 pro viechna i > j.
Horni trojihelnikovd matice ma pod diagondlou nuly. Podobné& se zavadi i dolni
trojuhelnikovd matice.

P¥ikladem horni trojihelnikové matice je jakdkoli matice v odstupiiovaném
tvaru, protoZe pivoty musi byt na nebo nad diagondlou. Obrdcen& to oviem

neplati, horni trojihelnikovd matice neni automaticky v odstupfiovaném tvaru.

Symetrickd matice. Matice A € R"*" je symetrickd, pokud
A= AT . Symetrickd matice je tedy vizualn& symetricka dle hlavni diagondly.



Hodnost matice (opakovani)

Definice (hodnost matice). Maximalni poZet linedrn& nezavislych
fadkd matice A (chapanych jako aritmetické vektory) nazyvame
hodnosti matice A. Znatime ji h(A).
Definice(Elementarni ¥adkové dpravy).
Elementdrni Faddkové upravy jsou

@ vynasobeni i-tého ¥adku &islem « # 0 (tj. vynasobi se vechny

prvky Fadku),
@ pfitteni a-nasobku j-tého ¥adku k i-tému, p¥icemz i # j,

© vyména i-tého a j-tého Fadku.

Elementdrni Fddkové operace neméni hodnost matice‘




Definice
(Odstupiiovany tvar matice).
Matice A € R™*" je v ¥adkové od-
stupfiovaném tvaru, pokud existuje r

takové, Ze plati
PPz Ps e Pe

e ¥adky 1,...,r jsou nenulové (tj.
kaZdy obsahuje aspofi jednu
nenulovou hodnotu),

o radky r+1,..., m jsou nulové,

m

a navic ozna&ime-li p; nejmensi &islo

sloupce, ve kterém a; # 0, tak plati

pr<p2<---<pr

KaZdou matici lze prevést elementarnimi ¥adkovymi tpravami do
odstupiiovaného tvaru.

Sloupce pi, ... pr nazveme bazické, ostatni nebazické.

Definice Hodnost matice
Hodnosti matice rozumime po&et nenulovych ¥adki po pfevodu do
odstupriovaného tvaru.



Regularni matice

Definice (regularni a singularni matice).

Ctvercovou matici typu n x n, kterd ma maximalni moZnou
hodnost (tj. n), nazyvame reguldrni matici. Ctvercovou matici,
ktera neni reguldrni, nazyvame singularni matici.

Typickym p¥ikladem regularni matice je E, a singularni matice 0.

Tvrzeni Ctvercovd matice A € R™" je reguldrni < soustava
Ax = 0 ma jediné FeSeni x = 0.

Tvrzeni Pro &tvercovou matici A € R™" plati: A je regularni <
pro kaZzdé b € R"” ma soustava Ax = b jediné ¥eSeni.

Vlastnosti regularnich matic.

Soudet regularnich matic nemusi byt regularni matice, vezmeme
napt. | +(—/)=0.

Soudin reguldrnich matic je regularni matice.



Inverzni matice

Motivace pro inverzni matice: Matice umime s€itat, ode&itat, nasobit, tak
nesdly by i d&lit? UkaZeme si, Ze n&co jako déleni Ize zavést, ale jen pro
reguldrni matice.
Definice Bud A € R"*". Pak A~! je inverzni matici k A, pokud
spliiuje

AAT = ATTA = E,

Které matice maji inverzi? Pouze a jen ty regularni.

Véta (O existenci inverzni matice).

Bud A € R"™*". Je-li A reguldrni, pak k ni existuje inverzni matice,
a je uréena jednoznalné. Naopak, existuje-li k A inverzni, pak A
musi byt reguldrni.

Véta Je-li A regularni, pak AT je regularni.

Vé&ta (Jedna rovnost sta&i). Budte A, B € R™".

(1) Je-li BA = E, pak A je reguldrnia B = A1,

(2) Je-li AB = E, pak A je reguldrnia B = A1



Vypocet inverzni matice

K matici A pFipiSeme jednotkovou matici.
Ekvivalentnimi Upravami pfevedeme matici A na jednotkovou.
Potom na mist& jednotkové matice dostaneme A~1.

AE ~ EA7!

Pokud na mist& A nevznikne jednotkova matice, potom matice A
neni reguldrni a inverzni neexistuje.



Piklady

K maticim A, B, C, D urlete inverzni, pokud existuji.
2 3 -1 3 2
A_<04 1>’B_<1 2>’
3 -2 2 3
c=(578)o-(4 3



Vlastnosti inverzni matice

Véta (Vlastnosti inverzni matice).
Bud'te A, B € R"™" regularni. Pak:

o (A ) 1=4

o (AL)T = (AT)

o (aA)l = 1A proa;«éO,
o (AB)l=B"1A"L



Maticové rovnice

A-X-B=C
X=A"1.Cc.-B!,

pokud inverzni matice existuji.
P¥iklady

° 2 -3 12 7
<1 4>X:<—16 9)

’ Gx(3 %)= 4)
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