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Urcity integral
Existence:
Necht funkce f(x) je definovand na uzavfeném intervalu (a, b).
Necht je spln&na na tomto intervalu kterdkoliv z nésledujicich
podminek:
(1) f(x) je monotdnni,
(2) f(x) je spojita,
(3) f(x) je omezend a ma nejvyse konetny polet bodl nespojitosti.

b
Potom existuje urcity integral / f(x)dx.
a

Vypoclet uritého integralu: Newtonova - Leibnitzova formule
Necht funkce f(x) je integrovatelnd na intervalu (a, b) a necht
F(x) je jeji primitivni funkce. Potom plati:

b
/ f(x) dx = F(b) — F(a)



Zakladni vlastnosti urcitého integrélu

@ Necht' funkce f(x) a g(x) jsou integrovatelné na intervalu (a, b).
Pak také funkce f(x) & g(x) a cf(x), kde c je libovolna konstanta,
jsou na tomto intervalu integrovatelné a plati:

o /ab(f(x)ig(x)) dx:/abf(x) dxi/abg(x) dx

. /abcf(x) dx—c/abf(x) dx

@ Necht' funkce f(x) je integrovatelnd na intervalu {(a, b). Pak je
integrovatelnd i na libovolném podintervalu (c, d), kde
a<c<d<hb.

@ Necht' funkce f(x) je definovand na intervalu (a, b) a a < c < b.
Pak funkce f(x) je integrovatelnd na intervalu (a, b) prav& tehdy,
kdyZ je integrovatelnd na obou intervalech (a, ¢) a (c, b). P¥itom

platl’/abf(x) dx—/:f(x) dXJr/be(x) dx

° /:f(x) dx =0, /abf(x)dx:/baf(x)dx



Metoda per partes pro urcity integral

Necht’ funkce u(x) a v(x) maji na intervalu (a, b), a < b,
derivace u'(x) a v/(x), které jsou na tomto intervalu
integrovatelné. Pak plati

b b
/ u(x)v'(x) dx = u(x)v(x) |§ —/ v (x)v(x) dx



Substitué¢ni metoda pro urcity integral

Necht’ funkce f(t) je spojita na intervalu (a, b), a < b.

Necht' funkce ¢(x) ma derivaci ¢’(x) na intervalu (o, 3), a < 3,
kterd je na tomto intervalu integrovatelna.

Dale necht’ plati a < (x) < b pro x € (o, f3)

(tedy (x) zobrazuje interval (o, () do intervalu (a, b)).

Pak plati, ze
»(B)
/ f(go )dx_/ F(t) dt
o(a)



Aplikace urcitého integralu

Geometrické aplikace

@ Obsah rovinné mnoziny

o Délka kFivky

@ Objem rota&niho té&lesa

@ Obsah plast& rotacniho télesa
Fyzikalni aplikace

@ hmotnost,

@ staticky moment,

@ soufadnice t&Zistég,

@ moment setrvacnosti...



Vypolet obsahu (plochy) rovinnych dtvari

Necht je funkce f(x) integrovatelnd na intervalu (a, b) , a je na n&¢m
nezaporna. Pak pro obsah k¥ivoZarého lichobéznika ohrani¢eného shora
grafem funkce f(x), pfimkami x = a, x = b a osou x plati

P:/abf(x) dx.

Je-li funkce f(x) na intervalu (a, b) nekladna, pro obsah k¥ivotarého
lichob&znika ohraniteného zdola grafem funkce f(x), pfimkami x = a,
x = b a osou x plati

P:—/abf(x) dx.

Necht jsou funkce f(x) a g(x) integrovatelné a plati g(x) < f(x) pro
kazdé x € (a, b). Pak pro obsah k¥ivotarého lichob&Znika ohrani¢eného
zdola grafem funkce g(x), shora grafem funkce f(x) a p¥imkami x = a,
x = b plati

b
P [ () - gx)) o



Piklady

Vypocététe obsah rovinného obrazce ohrani¢eného
@ y=4-x%y=0
Q@ xy=4 x+y=5
Q@ y’=2x+1, x—y—-1=0
Q y<4 X2y x*<4y



Objem rotacniho télesa

Necht je funkce f(x) spojitd a nezdpornd na intervalu < a, b >. Pak
rotaéni téleso, které vznikne rotaci k¥ivocarého lichob&znika ohrani¢eného
shora funkci f(x), osou x a pfimkami x = a, x = b kolem osy x, ma
objem

b
V= 71'/ 2(x) dx
a
Pro vypotet objemu rotagniho télesa, které vznikne rotaci oblasti

ohranitené kfivkami g(x) < f(x) kolem osy x pro x €< a, b > pouZijeme
vztah

V= w/ab f2(x) dx — W/abgz(x) dx = W/ab [F2(x) — g°(x)] dx

Zcela analogicky miZeme uréit objem rotaZniho t&lesa, jeho? plast vznikl
rotaci spojité kfivky x = h(y), y €< c,d > kolem osy y:

d
V:W/ h(y) dy



Objem: priklady

o y = x2, x = y? kolem osy x; kolem osy y
oexy=4 x=1 x=4 y=0
° y>=5x, x =28



Délka oblouku kFivky

Necht je funkce f(x) definovand na intervalu < a, b > a m3 zde
spojitou derivaci. Pak délka této k¥ivky

b
s:/ 1+ [P dx.
Ptiklad

QO y=Inx, V3<x<V8

Necht funkce f je ddna parametrickymi rovnicemi x = (t) a y = 9(t), p¥icemz
funkce ¢(t) a ¢(t)jsou spojité pro t € (a, B), pFitemZ funkce (t) a 1 (t) maji spojité
derivaci na intervalu {(a, 8) Pak délka této k¥ivky

s= [" i OF + 1w OF o

P¥iklad
@ x=2cost, y=2sint, 0<t<~



Hmostnost rovinné kfivky
Necht funkce ¢(t) a 1(t) maji spojité derivace na intervalu (o, 3)
a funkce p(t) je na tomto intervalu spojitd a nezdporna.
Potom k¥ivka C zadand parametrickymi rovnicemi
x = @(t), y = ¢(t), kterd ma délkovou hustotu p(t) ma hmotnost

B
m(€) = [ )/l + (0 a

Je-li kfivka C grafem funkce f(x) a p(x) udava jeji délkovou
hustotu v bod& [x, f(x)], potom je-li f(x) spojitd na (a, b) a
p(x) > 0 na tomto intervalu, je hmotnost

o) /abp(x)\/l PR dx

1
e priklad: f(x) = EXZ’ p(x) = x

1 1
Kz/\/1+x2dx m:/X\/l—I—X2dX
0 0



Statické momenty a tézisté

Yy

deccil

kde m(C) je hmotnost k¥ivky a S, S, statické momenty vzhledem
k osam x a y

b
5,(C) = / F(x) p()y/1+ PP dx,

b
5,(C) = / x p(x)y/1+ [f'(x)]? dx
e piiklad: f(x) = %xz, p(x) = x
S, / x V/1+x2 dx V241
:/ mdx %\@+%|n(\@—1)




VvV

Hmotnost a t&Zisté rovinné desky

Specidlni p¥ipad: plo¥nd hustota p v bod& [x, y] zavisi pouze na x a
deska ma tvar D = {[x,y] € R?:a < x < b, g(x) <y < f(x)}

b
m(D) = / p(3)(F(x) — g(x)) dx

b
5(0) =3 | pLO(FE0) — () dx

b
5,(D) = / xp(x)(F(x) — g(x)) dx

- [58.58)

e priklad y = 4x(1 — x), p(x) = x?

1 _ 8 _ 2
(m=35, 5= 105 5 = 1)
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