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Urcity integral
Existence:
Necht funkce f(x) je definovand na uzavfeném intervalu (a, b).
Necht je spln&na na tomto intervalu kterdkoliv z nésledujicich
podminek:
(1) f(x) je monotdnni,
(2) f(x) je spojita,
(3) f(x) je omezend a ma nejvyse konetny polet bodl nespojitosti.

b
Potom existuje urcity integral / f(x)dx.
a

Vypoclet uritého integralu: Newtonova - Leibnitzova formule
Necht funkce f(x) je integrovatelnd na intervalu (a, b) a necht
F(x) je jeji primitivni funkce. Potom plati:

b
/ f(x) dx = F(b) — F(a)



Zakladni vlastnosti urcitého integrélu

@ Necht' funkce f(x) a g(x) jsou integrovatelné na intervalu (a, b).
Pak také funkce f(x) & g(x) a cf(x), kde c je libovolna konstanta,
jsou na tomto intervalu integrovatelné a plati:

. /ab(f(x):lzg(x)) dx—/ab £(x) dxj:/abg(x) e

o [ cf(x)dx=c | f(x)dx
A A

@ Necht' funkce f(x) je integrovatelnd na intervalu (a, b). Pak je
integrovatelnd i na libovolném podintervalu (c, d), kde
a<c<d<hb.

@ Necht' funkce f(x) je definovand na intervalu (a, b) a a < c < b.
Pak funkce f(x) je integrovatelnd na intervalu (a, b) prav& tehdy,
kdy? je integrovatelnd na obou intervalech (a, c) a {c, b). P¥itom

platl'/abf(x) dx—/acf(x) dX—l—/be(x) dx

° /:f(x) dx =0, /abf(x)dx—/baf(x)dx



Metoda per partes pro urcity integral

Necht’ funkce u(x) a v(x) maji na intervalu (a, b), a < b,
derivace u'(x) a v/(x), které jsou na tomto intervalu
integrovatelné. Pak plati

b b
/ u(x)v/(x) dx = U(X)V(X)|g —/ v (x)v(x) dx



Substitué¢ni metoda pro urcity integral

Necht' funkce 7(t) je spojitd na intervalu (a, b), a < b. Necht’
funkce ¢(x) ma derivaci ¢'(x) na intervalu (o, ), a < 3, kterd je
na tomto intervalu integrovatelnd. Déle necht’ plati a < p(x) < b
pro x € (a, f) (tedy p(x) zobrazuje interval (a, () do intervalu
(a, b)). Pak plati, ze

B »(B)
/ f (9(x)) @/(x) dx = / f(2) dt

o(a)



Aplikace urcitého integralu

Geometrické aplikace

@ Obsah rovinné mnoziny

o Délka kFivky

@ Objem rota&niho télesa

@ Obsah plasté rotacniho télesa
Fyzikalni aplikace

@ hmotnost,

@ staticky moment,

@ soufadnice t&Zistg,

@ moment setrvacnosti...



Vypolet obsahu (plochy) rovinnych dtvari

Necht je funkce f(x) integrovatelnd na intervalu (a, b) , a je na n&m
nezaporna. Pak pro obsah k¥ivoZarého lichobéznika ohrani¢eného shora
grafem funkce f(x), pfimkami x = a, x = b a osou x plati

P:/abf(x) dx.

Je-li funkce f(x) na intervalu (a, b) nekladna, pro obsah k¥ivotarého
lichob&znika ohraniteného zdola grafem funkce f(x), pfimkami x = a,
x = b a osou x plati

P:—/abf(x) dx.

Necht jsou funkce f(x) a g(x) integrovatelné a plati g(x) < f(x) pro
kazdé x € (a, b). Pak pro obsah k¥ivotarého lichob&Znika ohrani¢eného
zdola grafem funkce g(x), shora grafem funkce f(x) a p¥imkami x = a,
x = b plati

b
P [ () - gx)) o



Piklady

Vypocététe obsah rovinného obrazce ohrani¢eného
@ y=4-x%y=0
Q@ xy=4 x+y=5
Q@ y’=2x+1, x—y—-1=0
Q y<4 X2y x*<dy



Objem rotacniho télesa

Necht je funkce f(x) spojitd a nezdpornd na intervalu < a, b >. Pak
rotaéni téleso, které vznikne rotaci k¥ivocarého lichob&znika ohrani¢eného
shora funkci f(x), osou x a pfimkami x = a, x = b kolem osy x, ma
objem

b
V= 71'/ 2(x) dx
a
Pro vypocet objemu rotagniho télesa, které vznikne rotaci oblasti

ohranitené kfivkami g(x) < f(x) kolem osy x pro x €< a, b > pouZijeme
vztah

V= w/ab f2(x) dx — W/abgz(x) dx = W/ab [F2(x) — g°(x)] dx

Zcela analogicky miZeme uréit objem rotaZniho t&lesa, jeho? plast vznikl
rotaci spojité kfivky x = h(y), y €< c,d > kolem osy y:

d
V:W/ h*(y) dy



Objem: priklady

o y = x%, x = y? kolem osy x; kolem osy y
o xy=4 x=1, x=4 y=0

o y>=5x, x =28



Délka oblouku kFivky

Necht je funkce f(x) definovand na intervalu < a, b > a m3 zde
spojitou derivaci. Pak délka této k¥ivky

b
s:/ 1+ [P dx.
Priklad

QO y=Inx, V3<x<V8

Necht funkce f je ddna parametrickymi rovnicemi x = (t) a y = 9(t), p¥icemz
funkce ¢(t) a ¢(t)jsou spojité pro t € (a, B), pFitemz funkce o(t) a 1 (t) maji spojité
derivaci na intervalu {(«, 8) Pak délka této k¥ivky

s= [" Vi OF + 1w OF ¢

P¥iklad
@ x=2cost, y=2sint, 0<t<m



Nevlastni integral

@ Nevlastni integral na neohrani¢eném intervalu
UvaZujme funkci f definovanou na intervalu (a, +00), a € R,
takovou, Ze pro kazdé c > a existuje ur&ity integral [ f(x)dx.
(o}

Pak miZeme definovat funkci F vztahem F(c) = / f(x)dx, ¢ > a.
a

Necht existuje lim F(c)=1, | € R.
C— 0

Pak fekneme, Ze

nevlastni integral f:o f(x)dx konverguje a jeho hodnota je /.

@ Nevlastni integral z neohraniéené funkce
UvaZujme funkci f definovanou na intervalu (a, b), a,b € R,
a < b, kterd neni na intervalu (a, b) ohraniten3, takovou, Ze pro
c

kazdé c € (a, b) existuje urtity integral f(x)dx.Pak miZeme

a
C

definovat funkci F vztahem F(c) :/ f(x)dx, a<c < b.
a
Necht existuje lim F(c)=1, | €R.
c—b—

Pak fekneme, Ze

nevlastni integral f:o f(x)dx konverguje a jeho hodnota je /.




Piklady
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