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Neurčitý integrál

Definice. Necht’ funkce f (x) je definovaná na intervalu I .
Funkce F (x) se nazývá primitivńı k funkci f (x) na I , jestliže plat́ı

F ′(x) = f (x) pro každé x ∈ I .

Množina všech primitivńıch funkćı k funkci f (x) na I se nazývá
neurčitý integrál z funkce f (x) a znač́ı se

∫
f (x)dx :∫

f (x)dx = F (x)

Věta. Necht’ funkce F (x) je primitivńı k funkci f (x) na intervalu
I . Pak každá jiná primitivńı funkce k funkcif (x) na I má tvar

F (x) + c, kde c ∈ R.

Věta. Je-li funkce f spojitá na intervalu I , pak na tomto intervalu
existuje alespoň jedna primitivńı funkce k funkci f .



Věta. Necht’na intervalu I existuj́ı integrály
∫
f (x)dx a

∫
g(x)dx .

Pak na I existuj́ı také integrály
∫

(f (x)± g(x))dx a
∫
a · f (x)dx ,

kde a ∈ R je libovolná konstanta, a plat́ı:∫
(f (x)± g(x))dx =

∫
f (x)dx ±

∫
g(x)dx ,

∫
a · f (x)dx = a

∫
f (x)dx

Neurčitý integrál ze součtu (rozd́ılu)
je součtem (rozd́ılem) neurčitých integrál̊u,

konstantu lze z neurčitého integrálu vytknout.

Př́ımo z definice neurčitého integrálu vyplývá platnost rovnost́ı[∫
f (x)dx

]′
= f (x) a

∫
F (x)′dx = F (x) + c , c ∈ R



Základńı integračńı metody

Tabulkové integrály

Metoda per partes

Substitučńı metoda



Tabulkové integrály

∫
0dx = c∫
xαdx =

xα+1

α + 1
+ c

α ∈ R, α 6= −1∫
exdx = ex + c∫
sin xdx = − cos x + c∫

1

1 + x2
dx = arctgx + c∫

1

cos2 x
dx = tgx + c ,

∫
dx = x + c∫
1

x
dx = ln |x |+ c∫

axdx =
ax

ln a
+ c , a > 0∫

cos xdx = sin x + c∫
1√

1− x2
dx = arcsinx + c∫

1

sin2 x
dx = −cotgx + c



Substitučńı metoda

Připomenut́ı:
(F [ϕ(x)])′ = F ′[ϕ(x)] · ϕ′(x)

Věta. Necht’ funkce f (u) má na otev̌reném intervalu J primitivńı
funkci F (u), funkce ϕ(x) má derivaci na otev̌reném intervalu I a
pro libovolé x ∈ I je ϕ(x) ∈ J. Pak má složená
funkcef [(ϕ(x))]ϕ′(x) na intervalu I primitivńı funkci a plat́ı∫

f [(ϕ(x))]ϕ′(x) dx = F [ϕ(x)] + c

Použit́ı:

Označ́ıme u = ϕ(x).

Rovnost u = ϕ(x) diferencujeme: u′ = du
dx = 1, ϕ′(x) = dϕ(x)

dx

Nahrad́ıme ϕ(x)→ u, ϕ′(x) dx → du:∫
f [(ϕ(x))]ϕ′(x) dx =

∣∣∣∣ ϕ(x) = u
ϕ′(x)dx = du

∣∣∣∣ =

∫
f (u) du



Př́ıklady : substitučńı metoda

1

∫
sin x cos x dx

2

∫
dx

x ln x

3

∫
dx√

1− x2arccosx

4

∫
ex

ex + 2
dx

5

∫
sin 2x dx

6

∫
e5x dx

7

∫
dx

x2 + 9

8

∫
dx√

2x − x2



Metoda per-partes

Připomenut́ı:

(u(x) · v(x))′ = u′(x) · v(x) + u(x) · v ′(x)⇒∫
u(x) · v ′(x)dx = u(x) · v(x)−

∫
u′(x) · v(x)dx

Př́ıklady

1.

∫
(2x + 3) cos x dx

2.

∫
x2 ln x dx

3.

∫
x ln2 x dx

4.

∫
ln x dx

5.

∫
arctgx dx

6.

∫
ex cos x dx

7.

∫
x cos(ln x) dx

8.

∫
2x

sin2 x
dx



Racionálńı funkce

Racionálńı funkce je pod́ıl dvou mnohočlenů.

f (x) =
a0 + a1x + a2x

2 + · · ·+ akx
k

b0 + b1x + b2x2 + · · ·+ b`x`

Každou neryze lomenou racionálńı funkci
(stupeň čitatele je věťśı než stupeň jmenovatele nebo je mu roven)

lze děleńım p̌revést na součet mnohočlenu a ryze lomené
racionálńı funkce
(stupeň čitatele je menš́ı než stupeň jmenovatele).

x3 + 2x2 + x − 1

x2 − x + 1

3x4 − 9x3 + 13x2 − x + 2

x2 + 2x + 2



Parciálńı zlomky

A

(x − α)k
, k ∈ N, α,A ∈ R

Bx + C

(x2 + px + q)k
, k ∈ N, B,C , p, q ∈ R, p2 − 4q < 0



Rozklad na parciálńı zlomky

Necht’ R(x) =
P(x)

Q(x)
je racionálńı ryze lomená funkce.

Podle rozkladu jmenovatele

Q(x) = a(x−α1)k1 . . . (x−αr )kr (x2+p1x+q1)`1 . . . (x2+psx+qs)`s

rozkládáme R(x) na součet parciálńıch zlomk̊u:

k násobnému reálnému kǒrenu α hledáme Ai :

A1

x − α
, . . . ,

Ak

(x − α)k

` násobným komplexně sdruženým kǒrenům
odpov́ıdaj́ıćım x2 + px + q
hledáme M1,N1, . . . ,M`,N`:

B1x + C1

x2 + px + q
, . . . ,

B`x + C`
(x2 + px + q)`



Rozklad na parciálńı zlomky - p̌ŕıklady

1.

∫
2x

x2 − 6x + 5
dx

2.

∫
dx

x2(x − 1)
dx

3.

∫
x + 8

x3 + 8
dx

4.

∫
3x + 1

x3 − 1
dx

5.

∫
3x4 − 9x3 + 13x2 − x + 2

x2 + 2x + 2
dx



Integrály obsahuj́ıćı goniometrické funkce: R(cos x , sin x)∫
cosm(x) · sinn(x) dx , m, n ∈ Z

aspoň jedno z č́ısel m, n je liché:
substituce: (m je liché) sin x = t resp. (n je liché) cos x = t
⇒ cos x dx = dt resp. sin x dx = dt,
sin2 x = 1− cos2 x cos2 x = 1− sin2 x

obě č́ısla jsou sudá, nezáporná

úprava: sin2 x =
1− cos 2x

2
, cos2 x =

1 + cos 2x

2
obě č́ısla jsou sudá, alespoň jedno záporné:
substituce: t = tg x

univerzálńı substituce t = tg
x

2
, x ∈ (−π, π),

x = arctg t, dx =
2

1 + t2
dt, sin x =

2t

1 + t2
, cos x =

1− t2

1 + t2



Př́ıklady

1.

∫
cos5 x sin2 x dx

2.

∫
1

sin x
dx , x ∈ (0, π)

3.

∫
cos2 x dx

4.

∫
sin4 x cos2 x dx



Substituce t = tg x

Př́ıklad

∫
sin2 x

cos8 x
dx Integrujme na nap̌r. I = (−π

2 ,
π
2 ).

m = 2: sudé, n = −8: sudé záporné, použijeme t = tg x

t = tg x , x = arctg t, dx =
1

1 + t2
dt, x ∈ I

Poťrebujeme vyjáďrit sin x , cos x pomoćı tg x .

sin x =
t√

1 + t2
, cos x =

1√
1 + t2

Poťrebné vztahy odvod́ıme z pravoúhlého trojúhelńıka, jehož je-
den úhel má velikost x . Přilehlou odvěsnu zvoĺıme rovnu 1, pro-
tilehlá odvěsna bude ḿıt velikost tg x. Z Pythagorovy věty

vypočteme velikost p̌repony
√

1 + t2.
Použijeme definice funkćı sinus a kosinus (poměr velikost́ı proti-
lehlé, resp. p̌rilehlé odvěsny ku p̌reponě).

∫
sin2 x

cos8 x
dx =

∣∣∣∣ substituce
t = tg x

∣∣∣∣ =

∫ (
t√

1 + t2

)2

(
1√

1 + t2

)8 ·
1

1 + t2
dt =



∫
sin2 x

cos8 x
dx =

∣∣∣∣ substituce
t = tg x

∣∣∣∣ =

∫ (
t√

1 + t2

)2

(
1√

1 + t2

)8
· 1

1 + t2
dt =

=

∫
t2

1 + t2
·
(
1 + t2

)4

1
· 1

1 + t2
dt =

=

∫
t2
(
1 + t2

)2
dt =

t3

3
+ 2

t5

5
+

t7

7
+ C =

=
1

3
tg3 x +

2

5
tg5 x +

1

7
tg7 x + C



Univerzálńı substituce t = tg x
2 , x ∈ (−π, π)

t = tg
x

2
, x = 2 arctg t, dx =

2

1 + t2
dt, x ∈ I

Poťrebujeme vyjáďrit sin x , cos x pomoćı tg x
2 .

sin
x

2
=

t√
1 + t2

, cos
x

2
=

1√
1 + t2

sin x =
2t

1 + t2
, cos x =

1− t2

1 + t2

Poťrebné vztahy odvod́ıme z pravoúhlého trojúhelńıka, jehož je-
den úhel má velikost x

2
. Přilehlou odvěsnu zvoĺıme rovnu 1, pro-

tilehlá odvěsna bude ḿıt velikost tg x
2

. Z Pythagorovy věty

vypočteme velikost p̌repony
√

1 + t2.
Použijeme definice funkćı sinus a kosinus (poměr velikost́ı proti-
lehlé, resp. p̌rilehlé odvěsny ku p̌reponě) a vzorce pro dvojnásobný

úhel sin 2α = 2 sinα cosα, cos 2α = cos2 α− sin2 α.

Př́ıklad

∫
dx

2 sin x − cos x + 1
, x ∈ (0, π)



Př́ıklad

∫
dx

2 sin x − cos x + 1
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t = tg x
2

dx = 2
1+t2 dt

sin x =
2t

1 + t2

cos x =
1− t2

1 + t2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∫
1

2
2t

1 + t2
− 1− t2

1 + t2
+ 1

· 2

1 + t2
dt =

=

∫
2

4t − 1 + t2 + 1 + t2
dt =

∫
1

t2 − 2t
dt =∣∣∣∣ Rozlož́ıme na

parciálńı zlomky:

1

t(t − 2)
=

A

t
+

B

t − 2
⇒ A(t − 2) + Bt = 1⇒ A = −

1

2
,B =

1

2

∣∣∣∣ =

∫ −1
2

t
+

1
2

t − 2
dt =

1

2
ln

∣∣∣∣ t − 2

t

∣∣∣∣+ C =
1

2
ln

∣∣∣∣1− 2

tg x
2

∣∣∣∣+ C



Integrály obsahuj́ıćı odmocniny

R(x , s
√
x): substituce x = ts

Př́ıklad:

∫
x2 +

√
x + 1

x +
√
x

dx

R(x , s
√
ax + b): substituce ax + b = ts

R(x ,
√
ax2 + bx + c):

Eulerovy substituce, goniometrické substituce
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