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Neurdity integral

Definice. Necht' funkce f(x) je definovand na intervalu / .

Funkce F(x) se nazyva primitivni k funkci f(x) na / , jestlize plati
‘F/(x) = f(x) pro kazdé x € | ‘

MnoZina v8ech primitivnich funkci k funkci f(x) na I se nazyva

neur&ity integral z funkce f(x) a zna&i se [ f(x)dx:

/ f(x)dx = F(x)

Véta. Necht' funkce F(x) je primitivni k funkci f(x) na intervalu

|. Pak kazda jind primitivni funkce k funkcif(x) na | m3 tvar
’F(x)—l—c, kdecER.‘

Véta. Je-li funkce f spojita na intervalu /, pak na tomto intervalu

existuje alespon jedna primitivni funkce k funkci f .




Véta. Necht'na intervalu / existuji integraly [ f(x)dx a [ g(x)dx.
Pak na [ existuji také integraly [(f(x)+g(x))dx a [a-f(x)dx,
kde a € R je libovolna konstanta, a plati:

/ (F(x) £ g(x))dx = / F(x)dx =+ / g(x)dx,

/a~f(x)dx:a/f(x)dx

Neurtity integral ze souttu (rozdilu)
je souttem (rozdilem) neur&itych integrali,
konstantu Ize z neurcitého integralu vytknout.

P¥imo z definice neurcitého integralu vyplyva platnost rovnosti

I:/f(x)dx],: f(x) a /F(x)’dx: F(x)+c, ceR



Zakladni integraéni metody

@ Tabulkové integraly
@ Metoda per partes
@ Substitu¢ni metoda



Tabulkové integraly

Priklady
o/OdX:c
1
3 _
e/dX:X-‘,—C o /(\/; X) dx
o Xa+1 X 71
e/X dxza+1+c e/
a€eR, a#-1
L x*—1
o/de:|n|x|+c e/ dx
. X+ 2
e/ede:eX+c
o/ X*X) y
3 ——— ax
Q/aXdX:i+c,a>O x2
Ina
in xdx = X242
o/smxdx_fcosx+c o /1+ . dx
Q/cosxdx:sinx-i—c . /L
9/ ! dx = arctgx + ¢ Sin2XC052X
b ’ Cos 2x
! (7] dx
@ /ﬁdxzarcsinx+c /COS2X

1
@ / cos2 x dx =tgx +c o /Cotg2XdX



Substituéni metoda
P¥ipomenuti:
(Fle(x)])' = Fle()] - ¢'(x)
Véta. Necht' funkce f(u) ma na otevfeném intervalu J primitivni
funkci F(u), funkce ¢(x) ma derivaci na otevieném intervalu / a

pro libovolé x € I je p(x) € J. Pak ma sloZend
funkcef[(¢(x))]#'(x) na intervalu I primitivni funkci a plati

[ 1001 () e = Flo) + €

PouZitr:

e Oznatime u = p(x).

o Rovnost u = ¢(x) diferencujeme: v/ = % =1, ¢'(x) = do(x)

- /f(u) du

e Nahradime ¢(x) — u, ¢'(x) dx — du:
[ et ax=| 9=




P¥iklady : substitu¢ni metoda
o /sinxcosxdx
d
o / x
xInx
o / dx
v'1 — x2arccosx
eX
° /ex—i—2dx
o /sin2xdx
(6 /e5xdx
dx
° /x2+9

o / dx
Viax — x?




Metoda per-partes

P¥ipomenuti:

/u(x) V(x)dx = u(x) - v(x) — / u'(x) - v(x)dx

Ptiklady

1. /(2x—|—3) cos x dx 5. /arctgx dx
2. /lenx dx 6. /excosx dx
3. /X|n2x dx 7. /cos(lnx)x dx

4. /Inx dx 8. / _2); dx
sin® x



Racionalni funkce

@ Racionalni funkce je podil dvou mnohoélend.

ao+31X+82X2+"'+3ka
f(x) =

by + bix + bpx2 + - + byxt

@ KaZdou neryze lomenou raciondlni funkci
(stupefi Eitatele je v&tdi neZ stupefi jmenovatele nebo je mu roven)
Ize délenim p¥evést na soulet mnoho&lenu a ryze lomené
racionalni funkce
(stupefi &itatele je menSi neZ stupefi jmenovatele).

B 4+2x2 4+ x—1
x2—x+1

3x* —0x3 4+ 13x2 —x+2
X2 4+ 2x +2




Parcialni zlomky

A
m, kGN, O[,AER
Bx+ C

—— - _ keN, BC R, p2 —4 0
(X2+pX+q)k7 e ) b 7p7q€ 7p q<



Rozklad na parcialni zlomky

Necht R(x) = QEX; je raciondIni ryze lomen3d funkce.
X

Podle rozkladu jmenovatele

Q(x) = a(x—an) .. (x—a,) (P +pix+q1) .. (X2 +psx+qs)©
rozkladdme R(x) na soulet parcialnich zlomka:

@ k nasobnému realnému kofenu o hledame A;:

A Ax
x—a T (x—a)k

@ ¢ nasobnym komplexné sdruZenym koten(im
odpovidajicim x% + px + ¢
hleddme My, N1, ..., My, Ny:

le—l-Cl B£X+C€
2+px+q T (x2+ px+q)t




Rozklad na parcialni zlomky - pfiklady
1. /)(2—26);—1—5 dx
2. /x2(jxl) dx

. /;;—:_z dx

3x+1
4. /x3—1 dx

. /3x4—9x3+13x2—x+2
' X2 +2x+2

w

dx




Integrély obsahujici goniometrické funkce: R(cos x, sin x)

/cos’"(x) -sin(x) dx, mn € Z

@ aspoii jedno z &isel m, n je liché:

substituce: (m je Iiché) resp. (n je liché)[ cos x = t|

= cosx dx = dt  resp. sinx dx = dft,

sin?x =1 — cos? x cos?x =1 —sin®x
@ obé &isla jsou sudd, nezaporna

. . 2 1 — cos2x > 1+ cos 2x

uprava: sin“x = ———, oS x = ————

@ obé &isla jsou suda, alespoit jedno zaporné:

substituce:

T . X
@ univerzdIni substituce t= tg§ , X € (—m,m),

X:arctgt, dxzm :m,



Piklady

1. /cos5xsin2x dx

1
— dx, x € (0,7)
sin x

3. /cos2x dx

4. /sin4xc052X dx

N



Substituce t = tg x
w:
» sin® x _ 5
P¥iklad / dx Integrujme na napt. | = (=%, %).

8
cos® x
m = 2: sudé, n = —8: sudé zaporné, pouzijeme
1
o | t=tgx, x=arctgt, dx=-—=dt, xe€l
g g 1122
@ PotFebujeme vyjadFit sin x, cos x pomoci tg x.

. t 1
SINX = —F/———, COS X = —F/———
V14 t? V142

Potfebné vztahy odvodime z pravouhlého trojihelnika, jehoZ je-

den dhel m3 velikost x. P¥ilehlou odv&snu zvolime rovnu 1, pro-
t tllehla odv&sna bude mit velikost tg x. Z Pythagorovy véty
gx=

vypocteme velikost prepony /1 + t2.

PouZijeme definice funkei sinus a kosinus (pomér velikosti proti-

lehlé, resp. pilehlé odvésny ku prepong).

substituce
t=1tg x

:/<\/1:7t2) 1

sin® x
T dx =
cos® x

< 1 )8 1+ t2
V14 t?



substituce
t=1tg x

( : )2
2
1

sin? x
3 dx =
cos® x

_/ 2 1+t 1 e

142 1 142

:/t2(1+t2)2 dt=Z+2-+-+C=

1 2 1
:§tg3x+gtg5x+?tg7x+C




Univerzalni substituce |t = tg3, x € (—m, )

2
%, X:2arctg t, dX:m

@ Potfebujeme vyjddfit sin x, cos x pomoci tg 3.

o t=tg dt, xel

LoX t X 1
SIN - = ——, cCOS— — ——
2 V141¢2 2 142

2t 1—¢2

SINX = ———~= COSX = ———~

1+ t2’ 1+ t2

Pottebné vztahy odvodime z pravolihlého trojihelnika, jeho? je-
den tihel ma velikost % P¥ilehlou odv&snu zvolime rovnu 1, pro-

tilehld odv&sna bude mit velikost tg % Z Pythagorovy véty
o tgiz; vypotteme velikost prepony /1 + t2.
X 2 PouZijeme definice funkci sinus a kosinus (pomé&r velikosti proti-
2 lehlé, resp. pFilehlé odvésny ku prepong&) a vzorce pro dvojnasobny
1 dhel sin2ac = 2sin aw cos ¢, cos22cx = cos? a — sin? a.

- dx
P¥iklad / yenx—cosxt1 € (0,m)



Priklad

d = t% %d
X t
/ dx _ . _1+t22t _
2sinx —cosx + 1 smx—1+t2
1l — 2
COS X =
1+ t2
1 2
/ 2t 1—¢2 1+ t2

2 —
112 1+

2 1
= dt= | —— dt =
/ t—1+t2+1+t2 /t2—2t

‘ RozloZime na A B 1 ’

1
parcidlni zlomky: t(tfg) :?"'t72:>A(t_2)+Bt:1=>A:—§,B:§

1-— +C

1 1
-3 3 1 |t—2 1
t t 2

tgg



Integraly obsahujici odmocniny

R(x, v/x): substituce x = t°

2
P¥iklad: /X+\/;<+1 dx
X + \/)?

R(x, v/ ax + b): substituce ax + b = t°
R(x,vax? + bx + c):

Eulerovy substituce, goniometrické substituce
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