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Exaktńı rovnice
Necht’ P(x , y), Q(x , y) jsou spojité v G ⊆ R2

a maj́ı spojité derivace v každém bodě [x , y ] ∈ G .

P(x , y)dx + Q(x , y)dy = 0 je exaktńı v G ⇔ ∂P

∂y
=

∂Q

∂x

tj. pokud P(x , y)dx + Q(x , y)dy je totálńım diferenciálem funkce F (x , y).

Funkci F budeme nazývat kmenovou funkćı.

Řešeńı exaktńı rovnice. Kmenovou funkci F můžeme určit stejným způsobem

jako potenciál vektorového pole (P,Q).

Vyjdeme z definice gradientu: gradF =

(
∂F

∂x
,
∂F

∂y

)
= (P, Q)

1
∂F

∂x
= P(x , y)⇒ F (x , y) =

∫
P(x , y) dx = U1(x , y) + K1(y)

2
∂F

∂y
= Q(x , y)⇒ F (x , y) =

∫
Q(x , y) dy = U2(x , y) + K2(x)

3 Kmenovou funkci F (x , y) vytvǒŕıme sloučeńım U1(x , y), U2(x , y), K1(y), K2(x),

p̌ričemž členy, které se vyskytuj́ı ve výrazech, zapisujeme do výsledného výrazu

pouze jedenkrát.

Řešeńı exaktńı rovnice zpravidla urč́ıme v implicitńım tvaru.



Př́ıklad: exaktńı rovnice

(2y − 3x2)︸ ︷︷ ︸
P(x ,y)

dx + 2(x − y)︸ ︷︷ ︸
Q(x ,y)

dy = 0

1 Ově̌reńı exaktnosti:
∂P

∂y
= 2 =

∂Q

∂y
, G = R2

2

∫
P(x , y) dx =

∫
2y − 3x2 dx = 2xy︸︷︷︸

U1

− x3︸︷︷︸
K2(x)

+K1(y)

3

∫
Q(x , y) dy =

∫
2x − 2y dy = 2xy︸︷︷︸

U2

− y2︸︷︷︸
K1(y)

+K2(x)

4 F (x , y) = 2xy − x3 − y2 + const

5 Obecné řešeńı: F (x , y) = C , tj. y2 − 2xy + x3 = C

6 Rovnićı F (x , y) = C je zadaná funkce y(x): Fy 6= 0⇒ y 6= x

7 Řešeńı C.ú. pro počátečńı podḿınku y(0) = 1
y2 − 2xy + x3 = 1, x < y :



Př́ıtel Matlab
Potenciál vektorového pole pomůže určit funkce potencial():

syms x y

P(x,y) = 2*y - 3*x^2;

Q(x,y) = 2*(x-y);

h = potential([P,Q], [x y])

Řešeńı: h(x, y) = - x^3 + 2*x*y - y^2

Chceme-li určit integrálńı ǩrivku, která procháźı zadaným bodem
y(x0) = y0, nap̌r. y(0) = 1, zadáme [x0, y0] jako ťret́ı parametr.
h = potential([P,Q], [x y], [0,1])

Řešeńı: h(x, y) = - x^3 + 2*x*y - y^2 + 1



Př́ıklad: sin2 y dx + (x sin 2y − 2y) dy = 0
1 Ově̌reńı exaktnosti:

∂P

∂y
= 2 sin y cos y = sin 2y =

∂Q

∂y
, G = R2

2

∫
P(x , y) dx =

∫
sin2 y dx = x sin2 y + K1(y)

3

∫
Q(x , y) dy =

∫
(x sin 2y−2y) dy = −x

2
cos 2y−y2 +K2(x)

4 Pozor! rovnaj́ı se x sin2 y a −x

2
cos 2y ?

−x

2
cos 2y = −x

2

(
cos2 y − sin2 y

)
=

−x

2

(
1− sin2 y − sin2 y

)
= −x

2
+ x sin2 y

takže∫
sin2 y dx = x sin2 y + K1(y) = −x

2
cos 2y +

x

2
+ K1(y)

5 Obecné řešeńı: F (x , y) = C , tj. −x

2
cos 2y +

x

2
− y2 = C

6 Zkouška

grad F = (Fx ,Fy ) =

(
1− cos(2y)

2
, x sin(2y)− 2y

)



Př́ıklad : sin2 y dx + (x sin 2y − 2y) dy = 0



Jiný postup řešeńı P(x , y)dx + Q(x , y)dy = 0

Vycháźıme z definice gradientu: gradF =

(
∂F

∂x
,
∂F

∂y

)
= (P, Q)

1 U1(x , y) urč́ıme stejně:
∂F

∂x
= P(x , y)⇒ F (x , y) =

∫
P(x , y) dx = U1(x , y) + K1(y)

2 K1(y) urč́ıme z podḿınky:
∂F

∂y
= Q(x , y)⇒ ∂U1(x , y)

∂y
+

d K1(y)

d y
= Q(x , y), tj.

K1(y) =

∫ (
Q(x , y)− ∂U1(x , y)

∂y

)
dy

Předcházej́ıćı p̌ŕıklad

1

∫
P(x , y) dx =

∫
sin2 y dx = x sin2 y + K1(y)

2 2x sin y cos y︸ ︷︷ ︸
x sin 2y

+
d K1(y)

d y
= x sin(2y)− 2y ⇒ K1(y) = y2

3 F (x , y) = x sin2 y − y2 + const = x (1−cos2y)
2 − y2 + const



Poznámka

Separovatelnou rovnici lze p̌revést na exaktńı.

Separovatelná:
dy

dx
= A(x) · B(y).

Upravujeme:

1

B(y)
dy = A(x)dx ⇒ A(x)︸︷︷︸

P(x ,y)

dx+

(
− 1

B(y)

)
︸ ︷︷ ︸

Q(x ,y)

dy = 0

Ově̌reńı:

∂P

∂y
=

∂A(x)

∂y
= 0

∂Q

∂y
=

∂B(y)

∂x
= 0

Opačně to samožrejmě neplat́ı.


	Exaktní rovnice

