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Linedrni rovnice

G C R, na které hleddme ¥eSeni.

y' + p(x)y = q(x)

Pro existenci jediného ¥eZeni pozadujeme spojitost p(x), g(x) na mnoZing&

Regeni hledame ve tvaru

|. uréime v, pro které plati

vVi+pry =
dv

2. Obecné FeSeni: y = (/ ﬂdx—k C) v
v

y(x) = u(x) - v(x)

l.y=u-v=y =uv+ uv arovnici upravime:

dv+u (V+pv) =g
——

0
—pdx

u'v

du

poloZzime =0

[l. dopoditdme u:

q
gdx :>u:/qu—|—C
v v

3. Je-li zadana podateéni podminka, uré¢ime ¥edeni Cauchyovy ulohy.



P¥iklad y' + 2xy = x°
Uréime obecné YeSeni rovnice

© Existence Fesent:
2x a x3 jsou spojité pro viechna redlna &isla x, tedy FeSeni existuje Vx € R.

@ Reseni budeme hledat ve tvaru y = uv, upravime rovnici:

Jv+ w4 2xuv = X3
|. ur&ime v, pro které II. dopotitame u
/o —x< _ 3
vV +2xv =0 sy 1. 2 1 2
- e—x2 u= /x3e)< dx = §x2ex = Eex +C
© vyjad¥fime a upravime obecné feseni
]. 2 ]. 2 2 ]. 2
oy — [ 2 2x7 T x P G 2 —X
Yob = U V—<2xe 2e +C|-e —2(x 1)+Ce
© Provedeme zkousku: ,
y = % (x2—1) + Ce™
prava strana —2xy +x3 = —2x (% (x2 — 1) + Ce‘x2> + x3

= —x34x- 2xCe*X2 +x3
= x- 2XCe_X2

, 2
leva strana y' = x—2xCe™%
L = P



Ptitel Matlab
V Matlabu ziskdme obecné ¥eSeni pomoci funkce dsolve:
obecne = dsolve(’Dy = -2*x*xy + x73’,’x’°)
vysledek: obecne = C2*exp(-x~2) + x72/2 - 1/2
Regeni Cauchyovy tlohy s potatetni podminkou y(0) = 1/2
dostaneme:
reseni_CU = dsolve(’Dy = -2*xxy + x73’,’y(0)=1/2","x’)

vysledek: reseni_CU = exp(-x~2) + x72/2 - 1/2
graf ¥eSeni: fplot(reseni_CU, [-3 3],’LineWidth’,2)

¥ =2y 4 x 2 Reseni pro riizné pocatecni podminky
25

20




P¥iklad: michani tekutin
Do nadrze, kterd obsahuje 1004 vody s 40g soli vtékd tekutina rychlostf
4¢/min s koncentraci soli 3g/¢ a vytékd z nadrze rychlosti 2¢/min.
Voda je neustdle promichavdna. Jaké je mnoZstvi soli v nddrzi v &ase?
Oznatme y(t) mnoZstvi soli (v gramech), které je v nadrzi v Case t,
V1 rychlost, kterou do nadrze sdl pritéka,

V1= (3g/¢)(4¢/min) = 12g/min.

V2 rychlost, kterou z nadrZe vytéka.

Zménu mnozstvi soli v Case t lze popsat
(za predpokladu, Ze y(t) je diferencovatelnd funkce)

t)
f—vi-ve, y—12- X
Y Y 50 + t

Jedna se o linedrni rovnici, jejiz obecné FeSeni je
__c 61> + 600t
C 504t 50 + ¢

V na zatatku je ve vod& 40 g soli, tj. po&ate&ni podminka: y(0) = 40.
2000 612 + 600t
50+t 50+t

y(t)

Proto je YeSeni




P¥iklad Michani tekutin v Matlabu

Diferencialni rovnice a pocate¢ni podminka

(1)
50 +t’

reseni = dsolve(’Dy=12 - y/(50+t)’,’y(0) = 40’)

y'=12 y(0) = 40

reseni
2000/ (t + 50) + (6xtx(t + 100))/(t + 50)

y' =12 - y/(50+1)

4 10 20 30 40 50 60 70 80 % 100

graf ¥eSenf:
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Samodisténi jezirka

V jezirku objemu V je jisté mnoZstvi ne&istot x, na zalatku (v ase
t = 0) je mnoZstvi neistot xp.

Do jezera ptitéka &ista voda konstantni rychlosti r a stejnou
rychlosti odtékd voda s necistotami. Hladina vody se neméni.
Pfedpokladame, Ze rozdéleni nedistot je rovnhomérné, voda se
"sama" promichava.

r udava, jaky objem vody v jezefe se vyméni za 1 den,

r

v uddvd, jak velkd Cast vody se vyméni za 1 den.

Ubytek nedistot je pfimo Umérny mnoZstvi nelistot, které odtetou
za jednotku &asu:

dx r

P yied x(0)=xp = x=xpe Vvt



Koncentrace nedistot

Na zalatku je v jezirku objemu V' mnoZstvi nelistot xg, konstantni
rychlosti r do jezirka p¥itékd mnoZstvi netistot za jednotku &asu c(t).
Z jezirka odtéka voda stejnou rychlosti r, hladina se neméni.

Pro konstantni ¢ Ize tlohu ¥eSit separaci proménnych,

pro promé&nné c(t) je rovnice linearni.

d
d—: = —§x +c(t), x(0)=xo
Nap¥iklad: Jezero objemu V = 1000m? je na zatatku &isté. Rychlosti
r = 2m3/h p¥itékd voda, ve které je koncentrace netistot 3mg/m?>.
Z jezera odtéka voda (s netistotami) stejnou rychlosti.

Kdy voda v jezefe dosidhne koncentrace 1mg/h?

To znamend, Ze do jezera p¥itékd 2 - 3 mg/h neistot,
0.2 2
odtékd 555x mg/h.
dx

= ToggX T x@=0 = x =500(6 — Ce"1m!), C =6

2
Kdy bude koncentrace 17 % =1 = x=-500In



Soustava 2 jezer

Prvni jezero: objem V1 m3, vtok &isté vody rychlosti rm3/h, odtok
znelisténé stejnou rychlosti.

Druhé jezero: objem V2 m3, vtok znetiiténé vody z prvniho jezera
rychlosti rm3/h, odtok zneti§té&né stejnou rychlosti.

Konstanty samotisténi: k; = VLI, ko = VLQ

MnoZstvi nelistot v prvnim jezefe x(t), ve druhém y(t), v &ase

t = 0 je mnoZstvi xp, yp. Soustava:

x' = —kix

y' = +kix —ky

MiZeme ptevést na linedrni rovnici :
z prvni rovnice x = xpe Mt = y/ + kyy = kyxpe k11,



Bernoulliova rovnice

Zakladni tvar Bernoulliovy rovnice

/

Y = p(x)y + q(x)y",

kde p(x), g(x) jsou spojité funkce na intervalu J C R, £ € R.
P¥edpoklddame, ze ¢ # 0, ¢ # 1,
protoZe pro tyto hodnoty £ je rovnice linearni.

V p¥ipadg, Ze ¢ > 0, je funkce y = 0 ¥eSenim rovnice.

Poznamka:
ReSeni nemusi existovat na celém intervalu J.



Postup feseni

Postupujeme velmi podobné ¥eseni linedrni rovnice.
l.y=u-v=y =uv+ uv arovnici upravime:

vv+u (V+pv) =qutvt
~——

poloZime =0

I. uréime v, pro které plati Il. dopotitame u:
’ / _ £ 0 :
Vi4pr = 0 v = qlé/ v separujeme,
dv _ integrujeme
- = —pdx uldy = q—dx ./gWJ
v v a vyjadfime u

2. Upravime obecné feSeni: y = u- v
3. Je-li zadand pocate¢ni podminka, uréime ¥eSeni Cauchyovy dlohy.



Priklad
Ur&ime partikuldrni ¥eSeni Bernoulliovy rovnice, které prochazi bodem [1, —4].

1
y=sy=xy% y(1)=-4

e Existence feSeni: x # 0 = YeSeni diferencialni rovnice existuji
v polorovinach
M; = {[x,y] € R? : x € (o0, 0), y € (—o0, o)} a
_ 2.
M, = {[Xay] eR:xe (07 OO), S (—OO, OO)}
Partikularni ¥e¥eni, které prochazi bodem [1, —4] leZi v
poloroving M.
Interval nalezeného ¥eseni nemusi byt cely interval (0, o), ale jeho podmnoZina!
e Je y = 0 Yedenim diferencidini rovnice y' = ~y — x%y??
X
Levd strana: y' =0
, 1
Pravé strana: —-0—x2-0%2 =0
X
L= P = ano.
Je to hledané YeSeni pocateéni dlohy?
y(1) # —4 = neni.



Priklad: y' = %y —x2y? y(1) = —4

@ Ur&ime v ( FeSeni homogenni rovnice)

1
vV ="v
X
. dv 1 . .
separujeme: — = —dx a integrujeme: v = x
v X
@ Upravime rovnici pro funkci u: u'x = —uPx*,
. du
© separujeme: —— = x3 dx
u
tearu 1 x4 N C N 4
integrujeme: — = — 4+ — u=
e =4 Ty X+ C

Q@ Vyjadfime yop = u - v:

4 4x
_= —_— e X =
Yob x4+ C x4+ C



Priklad: y' = 1y — x2y? y(l)——

4x
@ Obecné Feseni: yop = & C) x = AT
@ Ur&ime partikularni FeSeni, které
vyhovuje po&ateéni podmu’nce y(1) = —4:
=Y 4 ac—asc= _ M
1+C - - YT
o Interval nalezeného Fedeni: x € (v/2, oo)
@ Provedeme zkousku:
- 4x
Yy =
- 1 w 1 4x , 16x2
strana —y — = —- —x
AEE x) Y x x*—2 (x* —2)2
. —12x* -8
T (x4 =-2)2
levs st , 4(x* —2) —4x - 4x3
ran =
eva strana y SXA' P
o —12x" -8
T -2y




Ptiklad: Vyvoj populace

Jednim z modelll vyvoje poulace, kterd uZ je dostatecné velka,
ma omezené zdsoby potravy i dalSich zdroji a mezi ¢leny
populace dochazi k soupefeni o tyto zdroje je

y = ay(t) — by*(t)

Konstanta a udava pfiristek populace za €asovou jednotku,
b popisuje soupeteni o zdroje.
Jednd se o Bernoulliovu rovnici.



Ptiklad Vyvoj populace
Diferencialni rovnice y' = ay(t) — by?(t)
a, b byly odhadnuty pro vyvoj poplulace v USA v letech 1790 - 1950.
a=0.03134, b=1.5887-10"% ¢t : roky
Potate¢ni podminka: v roce 1790 bylo v USA 3 929 000 obyvatel.

populace = dsolve(’Dy = a*y - bx y~2’, ’y(1790) = 3929000°)
populaceUSA = subs(populace, {’a’,’b’}, {0.03134, 1.5887E-101})

populacel950 = double(subs(populaceUSA, [1800 1850 1900 1950]))

Srovnani statistickych tdaji a vypo&tenych hodnot:

5210 Populaéni kfivka: y' = ay - b* y?

Rok  Podet obyvatel Vypocteno
1790 3 929 000

1800 5 308 000 5 350 280
1850 23192 000 23 248 685
1900 75995 000 77 000 000
1950 150 697 000 148 777 550
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