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2 Taylorova řada
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Algebraické operace s mocninnými řadami

Součet a součin dvou mocninných řad a součin řady s reálným č́ıslem
jsou definovány stejně jako pro č́ıselné řady.

Výsledné řady jsou opět mocninné řady.

Necht’ řady
∞∑
k=0

ak(x − x0)k a
∞∑
k=0

bk(x − x0)k konverguj́ı k s1(x) a s2(x)

na intervalech (x0 − R1, x0 + R1) a (x0 − R2, x0 + R2).
Označme R = min{R1,R2}.

Součet dvou řad je definován jako
∞∑
k=0

(ak + bk)(x − x0)k .

Tato řada konverguje k s1(x) + s2(x) na intervalu (x0 − R, x0 + R).

Součin dvou řad je definován jako
∞∑
k=0

ck(x − x0)k , ck =
k∑

j=0

ajbk−1.

Tato řada konverguje k s1(x) · s2(x) na intervalu (x0 − R, x0 + R).



Derivováńı mocninných řad

Necht’ na I = (x0 − R, x0 + R) plat́ı :
∞∑
k=0

ck(x − x0)k = s(x) a

s(x) je diferencovatelná funkce.

Potom s ′(x) =
∞∑
k=1

kck(x − x0)k−1, x ∈ I

Derivováńı člen po členu. Mocninné řady pro derivace se źıskaj́ı
(v intervalu konvergence) derivováńım člen po členu.
V krajńıch bodech muśıme konvergenci ově̌rit dosazeńım.
Př́ıklad
∞∑
k=0

xk = 1 + x + x2 + x3 + · · · =
1

1− x
x ∈ (−1, 1) (geom. ř.),

po derivaci:
∞∑
k=1

kxk−1 = 1 + 2x + 3x2 + · · · =
1

(1− x)2
x ∈ (−1, 1),

neńı geometrická řada, ale uḿıme určit součet ∀x ∈ (−1, 1)
∞∑
k=1

kxk = x
∞∑
k=1

kxk−1 =
x

(1− x)2
x ∈ (−1, 1)



Integrováńı mocninných řad

Necht’ na I = (−R, R) plat́ı :
∞∑
k=0

ckx
k = s(x) (spojitá funkce)

∫ x

x0

s(t)dt =

∫ x

x0

∞∑
k=0

ckt
k =

∞∑
k=0

∫ x

x0

ckt
k =

∞∑
k=0

ck
xk+1

k + 1
, x ∈ I .

Integrováńı člen po členu. Mocninná řada pro integrál součtu se
źıská (na intervalu konvergence) integrováńım člen po členu.
Př́ıklad (geometrická řada s kvocientem −t)
∞∑
k=0

(−1)ktk = 1− t + t2 − t3 + · · · =
1

1 + t
, t ∈ (−1, 1),

integrováńı člen po členu:∫ x

0

∞∑
k=0

(−1)ktkdt =
∞∑
k=0

(−1)k
∫ x

0
tkdt =︸︷︷︸

meze

∞∑
k=0

(−1)k
xk+1

k + 1∫ x

0

1

t + 1
dt = ln(t + 1)|x0 = ln(x + 1)



Př́ıklady

Př́ıklad. Určete součet řady
∞∑
n=1

1

2nn
.

∞∑
n=0

xn =︸︷︷︸
|x|<1

1

1− x
, geom. řada,

∞∑
n=0

xn =
∞∑
n=1

xn−1

∫ 1
2

0

∞∑
n=1

xn−1 dx =
∞∑
n=1

∫ 1
2

0

xn−1 dx =
∞∑
n=1

[
xn

n

] 1
2

0

=
∞∑
n=1

1

2nn∫ 1
2

0

1

1− x
dx = [− ln(1− x)]

1
2
0 = ln 2, tj.

∞∑
n=1

1

2nn
= ln 2

Př́ıklad. Určete součet řady
∞∑
n=1

n

2n
.

( ∞∑
n=0

xn

)′
=
∞∑
n=1

nxn−1 =
1

(1− x)2
, x

∞∑
n=1

nxn−1 =
x

(1− x)2

pro x =
1

2
:

1

2

∞∑
n=1

n

(
1

2

)n−1

=
∞∑
n=1

n

2n
=

1
2

(1− 1
2 )2

= 2



Taylorova řada
Taylorova věta z diferenciálńıho počtu: Necht’ f je funkce, která
má derivace až do řádu n v uzav̌reném intervalu I , jehož krajńı
body jsou č́ısla x a x0. Pak plat́ı

f (x) = f (x0) +
f ′(x0)

1!
(x − x0) + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x − x0)n +Rn+1(x),

kde Rn+1(x) je Taylor̊uv zbytek, pro který plat́ı

Rn+1(x) =
f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
(x − x0)n+1, kde ξ ∈ I , ξ 6= x , x0

Definice:
Necht’ funkce má v bodě x0 derivace všech řádů. Mocninnou řadu

∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x − x0)n

nazýváme Taylorovou řadou funkce f v bodě x0 .



Taylorovy rozvoje elementárńıch funkćı (x0 = 0)

Koeficienty ck =
f (k)(x0)

k!
poč́ıtáme p̌ŕımým výpočtem.

1 ex =
∞∑
k=0

xk

k!
= 1+x +

1

2!
x2 +

1

3!
x3 +

1

4!
x4 +

1

5!
x5 + . . . , x ∈ R

2 sin(x) =
∞∑
k=0

(−1)k
x2k+1

(2k + 1)!
= x − 1

3!
x3 +

1

5!
x5 + . . . , x ∈ R

3 cos(x) =
∞∑
k=0

(−1)k
x2k

(2k)!
= 1− 1

2!
x2+

1

4!
x4− 1

6!
x6+. . . , x ∈ R

Použit́ı známých rozvoj̊u

1 e2x

2 cos 2x

3 e−x
2

4 eix = cos x + i sin x ( Euler )



Př́ıklady

Použit́ı vzorce pro součet geometrické řady

1
1

4− 2x

2
1

3 + 2x

3
1

1 + x2



Př́ıklady (x0 = 0)

x0 = 0; Rozvineme do řady a urč́ıme interval konvergence.

1 f (x) = arctg x

(
integraćı

1

1 + t2

)
2 f (x) = ln(1 + x)

(
integraćı

1

1 + t

)
3 f (x) = ln

(
1 + x

1− x

)
ln(1 + x)− ln(1− x)

4 f (x) =
1

(1− x)2

(
derivaćı

1

1− x

)
5 f (x) =

1

1− x2
geom.̌rada

6 f (x) = sin2 x =
1

2
(1− cos 2x)



Př́ıklady (x0 = 0), využit́ı násobeńı řad

f (x) = tg(x) tg(x) =
sin x

cos x
⇒ cos(x)tg(x) = sin x

Koeficienty řady urč́ıme porovnáńım koeficient̊u levé a pravé strany rovnosti řad.

tg(x) = c0 + c1x + c2x
2 + c3x

3 + . . .

cos(x) = 1− x2

2 + x4

4! + . . . sin(x) = x − x3

3! + . . .

cos(x) · tg(x) =
(

1− x2

2 + x4

4! + . . .
) (

c0 + c1x + c2x
2 + c3x

3 + . . .
)

= c0 + c1x + c2x
2 + c3x

3 + . . .

−c0

2
x2 − c1

2
x3 − . . .

. . .

sin(x) = x − x3

3!
+ . . .

Soustava rovnic:
x0 : c0 = 0
x : c1 = 1
x2 : c2 − c0

2 = 0
x3 : c3 − c1

2 = 1
6



Aplikace

p̌ribližný výpočet (funkčńıch) hodnot

e
.

=
N∑

k=0

1

n!

√
e
.

=
N∑

k=0

1

2nn!

π = 4arctg(1)

výpočet určitých integrál̊u∫ 1

0

sin t

t
dt f (x) =

{
sin x
x x 6= 0
1 x = 0∫ 1

0

e−x
2

dx∫ 1/2

0

arctgx

x
dx∫ 1/2

0

1

1 + x4
dx

výpočet limit nap̌r. lim
x→∞

(
x − x2 ln

(
1 +

1

x

))
p̌ribližné řešeńı diferenciálńıch rovnic 13. nebo 20.11.



Fourierovy řady
Aproximace periodické funkce trigonometrickým polynomem.
Připomenut́ı ∫

cos
kπx

L
dx =

L

kπ
· sin

kπx

L
+ C

∫
sin

kπx

L
dx = − L

kπ
· cos

kπx

L
+ C∫

x cos
kπx

L
dx =

∣∣∣∣ u = x dv = cos kπx
L dx

du = dx v = L
kπ sin kπx

L

∣∣∣∣ =

=
L

kπ
x sin

kπx

L
−
∫

L

kπ
sin

kπx

L
dx =

L

kπ
x sin

kπx

L
+

L2

k2π2
cos

kπx

L

sin kπ = 0; cos kπ = (−1)k

liché č́ıslo : (2k − 1), k ∈ N, sudé č́ıslo: 2k

sin(2k − 1)
π

2
= (−1)k ; cos(2k − 1)

π

2
= 0



Fourierova řada periodické funkce f (x)

Periodická f (x) s periodou p = 2L je zadaná na intervalu 〈−L, L〉

f(x) =
a0

2
+
∞∑

k=1

ak cos
kπx

L
+ bk sin

kπx

L
, kde

a0 =
1

L

L∫
−L

f (x)dx , ak =
1

L

L∫
−L

f (x) ˙cos
kπx

L
, bk =

1

L

L∫
−L

f (x) ˙sin
kπx

L

V p̌ŕıpadě, že:

f (x) je lichá funkce, ak = 0, k = 0, 1, . . .

f (x) je sudá funkce, bk = 0
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