Cvi¢eni 10 a 11

Soustavy obycejnych diferencidlnich rovnic 1. ¥adu

27.11. a 4.12. 2019



Soustava dvou rovnic s konstantnimi koeficienty

zapis po slozkach maticovy zapis
X = anx + any + b X:(all 812)X+(b1>
y = anx+ axny + b ar  a bo

_ <X(t)>7 A— < a1l a1 ) cR22, B = ( by ) c R2x1
y(t) a1 ax bo
Homogenni: B = (0,0)" nehomogenni: B # (0,0)"
Necht A1, \; jsou vlastni &isla matice A
if, V jim odpovidajici vlastni vektory.
Fundamentalni systém YeSen{ O = eMtg, o = ettty
Obecné Yeseni homogenni soustavy:
Xy=Go1+ Gy, (G,G eR
Partikularni ¥edeni Xp Ize ur&it z rovnice X = 0, tj.
anixp +anyp + b1 =0
azixp + anyp + by =0
Obecné ¥eseni: Xpog = Xy + Xp
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Ptiklad 1: Urtete maximalni feSeni Cauchyovy Ullohy

X
y

zapis po slozkach maticovy zapis potateéni podminka
= x + y S 1 1 o 0
St k(L) xe=(4
@ vlastni &isla
det(A—XE)=0: (1 - N)(4—-N)+2=0, AM=2,2=3

@ vlastni vektory:

M=2:—x+y=0 d=(1,1)T X=3:-2x+y=0, v=(1,2)7
@ Fundamentalni systém Feseni ®; = e* ( 1 ) by = ¥ ( ;

© Obecné feseni Xog — Cye?t ( } ) + Ge®t ( ; ) G.GER

Q@ (i, G uréime z pocate¢ni podminky:

0 1 1
(_1>:C1<1>+C2<2)¢C1:1,C221
I% t

Maximalni ¥eseni (po slozkich)



Fazovy portrét
© Bod rovnovahy X=0
( _12 411 > Xgr = ( 8 ) = Xgr = [0, 0], jediny protoZe det A # 0.

© Typ bodu rovnovahy: uzel, protoze A\, € Ra A;- A >0
© Polopfimkové trajektorie leZi na pfimkdch

—x+y=0, -2x+y=0
© Tetny vektor v bod& [0, —1] : 7= A(0, —1)" = (-1,-4)T

s Nestabilni uzel

1 08 -06 04 -02 0O 02 04 06 08 1
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Ptiklad 2: Urtete maximalni feSeni Cauchyovy Ulohy

zapis po slozkach maticovy zapis potateéni podminka

X
y

<

= 2x - . 2 -1 1
= 3x — 2y X_<3—2)X X(O)_(S)
@ vlastni &isla
det(A—XE)=0: (2—X)(-2—-X)+3=0, M=-1,x=1

@ vlastni vektory:
M=-1:3x—y=0, 7=(1,3)7 XN=1:x—-y=0, v=(1,1)7

1
© Fundamentalni systém feSeni ¢; = e * ( ; ) , by =6t ( i

© Obecné Feseni Xos — Cre—" ( é ) + Get ( 1 ) G.GER

@ (i, G uréime z pocate¢ni podminky:

1 1 1
(5)IC1(3>+C2(1):>C1:2,C2:1

x(t) =2e7 "t —é€f,

Maximalni ¥eSeni (po slozkéch) V(£) = 6t — et ,teR



Fazovy portrét
© Bod rovnovahy X=0

(

2
3

-1

9 > Xgr = ( 8 ) = Xgr = [0, 0], jediny protoZe det A # 0.

@ Typ bodu rovnovéahy: sedlo, protoZze A\; o, € Ra A1 - Ay <0

© Polopfimkové trajektorie leZi na pfimkdch

3x—y=0,x—y=0

© Teény vektor v bod& [1,5] : 7= A(L,5)" = (-3,-7)"

Sedlo
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Ptiklad 3: Urcete maximalni feSeni Cauchyovy Ullohy

zapis po slozkach maticovy zdapis potate¢ni podminka
X = 4x + by . [ 4 5 [ 5
y = —4x — 4y X‘(—4 —4>X X(O)—<_6>

@ vlastni &isla
det(A—XE)=0: (4—N)(—4—-XN)+20=0, A =2i A =—
@ vlastni vektor (pro A = 2i): 7= (5,—4+2i)"
2it » .. 5
e i = (cos(2t) + isin(2t)) 440
Vynasobime a rozdélime na redlnou a imaginarni &ast.

© Fundamentalni systém FeSeni ®; = Re(e?tif), d, = Im(e* )
5cos(2t) + ibsin(2t)
e?tj= | —4cos(2t) —2sin(2t) + i(2cos(2t) — 4sin(2t)

®, = ( _4COS?2CSS(_21;)Sm(2t) ) &2 = < 2cos(25t%ir]—(2£fgin(2t) )



@ Obecné feseni Xog = GiP1 + C2¢2, Cl, GeR

o= ( sty ooz ) & 2oz

@ (3, G, urtime z potateéni podminky:

5 5 0
(_6>:C1<_4>+C2<2>$C1:17C2:—1
Maximalni feseni
X 5 cos(2t) ) _ ( 5sin(2t) )

—4 cos(2t) — 25sin(2t) 2 cos(2t) — 4sin(2t)

po slozkach X(tg = 5cos(2t) — 5sin(2t), FER

y(t) = —6cos(2t) + 2sin(2t)’



Fazovy portrét
© Bod rovnovahy X=0
< _j _i > Xgr = < 8 > = Xggr = [0, 0], jediny protoZe det A # 0.
© Typ bodu rovnovéhy: stfed, protoze A; » € C a jsou ryze imaginarni
(redlné &asti A1 o = 0).
© Polopfimkové trajektorie neexistuji.
Q Teény vektor v bod& [5,—6] : 7 = A(5,—6)" = (—10,4)"
@ Trajektorie fedeni je elipsa.

tred
8 Stiec

/




Ptiklad 4: Urtete maximalni feSeni Cauchyovy Ullohy

zapis po slozkach maticovy zdpis pocateéni podminka
x = x + y A 11 (2
J Dot x=(2a)x xe=(3

@ vlastni &isla
det(A—AE)=0: (1-2N)B-XA)+2=0, M=2+iX=2—i

@ vlastni vektor (pro A=2+i): = (1,1 +i)7
e+t = e%(cos(t) + isin(t)) ( 1 i ; >

Vynasobime a rozdélime na redlnou a imaginarni &ast.
© Fundamentalni systém feseni

®; = e?*Re((cos t + isin t)id), o = e**Im((cos t + isin t)i)
Qi) 7 — g2t cost + isint
cost —sint + i(cost+sint)

cost sint
&, = 2t ) &, = 2t )
1=¢€ cost —sint /'’ 2=¢ cost+sint



@ Obecné feseni Xog = e (C1¢1 + C2¢2) C1, GeR

cost sint
Xog = e (Cl( cost —sint > +C2< cost+sint ))

@ (i, G, urtime z pot&ateéni podminky:

2 1 0
<3)IC1(1)+C2(1):>C1:2,C2:1

Maximalni feSeni
cost sint
Xmax = €2t ( 2 . .
max cost —sint & cost+sint

= 2e%(cost + sint), cR

escn X(0)
po slozkdch y(t) 2t(3cost — sint)’



Fazovy portrét
© Bod rovnovahy X=0
( _é é > Xgr = ( 8 ) = Xgr = [0, 0], jediny protoZe det A # 0.
© Typ bodu rovnovahy: ohnisko, protoze A;, € C a nejsou ryze
imaginarni (redlnd &ast A o # 0).
© Polopfimkové trajektorie neexistuji.
© Teény vektor v bod& [2,3] : 7= A(2,3)T = (5,5)"

; Nestabilni ohnisko




Ptiklad 5: Urtete maximalni feSeni Cauchyovy Ullohy

X=AX+B
zapis po slozkach maticovy zapis po¢. podm.
XxX= —2x + 2y+2 ., (=2 2 2 (0
ST (TR ) el ()

@ vlastni &isla
det(A—XE)=0: (—2—X)(-1-XN)—-6=0, =4 =1

@ vlastni vektory:
AM=—4:x+y=0, 0= (1,-1)TA=1:-3x+2y=0, Vv=(2,3)7

© Fundamentalni systém Feseni

_ 1 2
<D1:e 4t(_1>,¢2_6t<3>

© Obecné feSeni homogenni rovnice

XH—C164t< _11 >+C26t< 5 >7C1,C2€R
© Partikularni fegeni AXp + B =10

—2x + 2y 42 =0 x=1 (1
3x — y -3 =0  y=0 XP_(O)



@ Obecné ¥eSeni nehomogenni rovnice Xpg = Xy + Xp

XOB_Cle4t< _11 >+C2et<§)+(é),C1,C2€R

@ (3, G, urtime z potateéni podminky:

(g):q(—i>+C2<§>+<é>:*C1=—3,c2:1

@ Maximalni feeni (po slozkach)
x(t) = —3e™* +2et +1,

y(t)=  3e % +3e! S



Fazovy portrét
© Bod rovnovahy X=0
< _; ; ) Xgr = < _g > = Xgr = [1,0], jediny protoZe det A # 0.

@ Typ bodu rovnovéahy: sedlo, protoZze A\; o, € Ra A1 - Ay <0

© Polopfimkové trajektorie leZi na pfimkdch
(x—1)+y=0, =3(x—1)+2y=0
Q Teény vektor v bod& Xp : 7= AXo + B, 7= (14,-9)7

Nehomogenni soustava, sedlo

— Fedeni
® BR
4 x
- Y=t

j
k |
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