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Zadáńı

Pro zadanou mocninnou řadu

∞∑
n=1

n(x + 2)n4n

3n(n2 + 1)
určete

1. střed a poloměr konvergence,

2. interval absolutńı konvergence,

3. ve kterých bodech řada konverguje relativně,

4. ve kterých diverguje.

Výsledek

Poznámka: Pro přehlednost zač́ınám výsledky přǐrazenými k jednotlivým bod̊um, postup je uveden dále.

1. střed konvergence x0 = −2; poloměr konvergence R = 3/4,

2. interval absolutńı konvergence: (−11/4;−5/4),

3. řada konverguje relativně v bodě x = −11/4,

4. řada diverguje v intervalu (−∞,−11/4) ∪ 〈−5/4; +∞).

Postup řešeńı

Je-li lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ < 1, pak zadaná řada konverguje absolutně podle d’Alembertova kritéria.

an =
n(x + 2)n4n

3n(n2 + 1)

an+1 =
(n + 1)(x + 2)n+14n+1

3n+1[(n + 1)2 + 1]

an+1

an
=

(n + 1)(x + 2)n+14n+1

3n+1[(n + 1)2 + 1]
· 3n(n2 + 1)

n(x + 2)n4n
=

4

3
· (n + 1)(n2 + 1)

n(n2 + 2n + 2)
·(x+2) =

4

3
· n

3 + n2 + n + 1

n3 + 2n2 + 2n
·(x+2)

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣43 · n3 + n2 + n + 1

n3 + 2n2 + 2n
· (x + 2)

∣∣∣∣ =
4

3
|x + 2| lim

n→∞

n3 + n2 + n + 1

n3 + 2n2 + 2n
=

4

3
|x + 2|

Po dosazeńı výsledku z výše uvedeného výpočtu do d’Alembertova kritéria:

4

3
|x + 2| < 1
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|x + 2| < 3

4

Z této nerovnice je zřejmé, že střed konvergence je −2 a poloměr konvergence 3/4. Výsledný in-
terval absolutńı konvergence tedy jistě bude zahrnovat interval (−2− 3/4;−2 + 3/4) = (−11/4;−5/4).
D’Alembertovo kritérium také určuje, že v intervalech (−∞;−11/4) a (−5/4;∞) řada diverguje. Zbývá
tedy určit chováńı řady pouze pro dvě hodnoty x, jmenovitě x = −11/4 a x = −5/4.

x = −5

4
→ an =

n ·
(
3
4

)n · 4n
3n(n2 + 1)

=
n

n2 + 1

x = −11

4
→ an =

n ·
(
− 3

4

)n · 4n
3n(n2 + 1)

=
(−1)n · n
n2 + 1

Prvńı řadu (x = −5/4) srovnám s harmonickou řadou bn =

∞∑
n=1

1

n
.

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

n

n2 + 1
1

n

= lim
n→∞

n2

n2 + 1
= 1

Podle limitńıho srovnávaćıho kritéria plat́ı, že pokud ∀n ∈ N : an ≥ 0, bn ≥ 0 a lim
n→∞

an
bn

= c ∈ (0;∞),

pak

∞∑
n=1

an konverguje právě tehdy, když konverguje

∞∑
n=1

bn. V tomto př́ıpadě je

∞∑
n=1

bn harmonická řada,

která diverguje, proto diverguje i

∞∑
n=1

an.

Druhou řadu (x = −11/4) posoud́ım pomoćı Leibnizova kritéria. Jeho předpoklady jsou následuj́ıćı:

∀n ∈ N : an+1 < an, lim
n→∞

an = 0. Jsou-li tyto předpoklady splněny, pak řada

∞∑
n=1

(−1)n · an je konver-

gentńı.
Řadou, která muśı splnit předpoklady, bude tedy stejně jako v předchoźım př́ıpadě řada

∞∑
n=1

an =

∞∑
n=1

n

n2 + 1
.
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an+1 < an

n + 1

(n + 1)2 + 1
<

n

n2 + 1

(n + 1)(n2 + 1) < n(n2 + 2n + 2)

n3 + n2 + n + 1 < n3 + 2n2 + 2

n < n2 + 1 pro jakékoli n ∈ N.

Je evidentńı, že plat́ı také lim
n→∞

an = 0. Z toho vyplývá, že druhá řada konverguje podle Leibnizova

kritéria. Prvńı řada, která je vlastně řadou absolutńıch hodnot člen̊u druhé řady, je divergentńı, mohu
tedy prohlásit, že druhá řada konverguje relativně.


